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Аннотация 
 
Программа предназначена для выполнения проектных и научно-исследовательских 

расчетов разнообразных пространственных конструкций, механизмов, приводов на 

персональных ЭВМ методом конечных элементов на персональных ЭВМ в операционной 

системе Windows-95 и выше. 

Программа обеспечивает решение следующих задач: 

• линейная статика (расчет деформационных перемещений при статических 

нагрузках); 

• анализ начальной устойчивости; 

• расчет перемещений и напряжений при динамических нагрузках в рамках 

допущения о малых перемещениях; 

• расчет перемещений и напряжений в элементах конструкций при динамических 

нагрузках с учетом больших кинематических перемещений; 

• кинематический и силовой анализ механизмов; 

• определение частот и форм собственных колебаний конструкций с учётом 

предварительного напряжённого состояния от статических нагрузок);  

• расчет амплитуд вынужденных колебаний (вибраций); 

• расчёт конструкций на сейсмическое воздействие (при необходимости с учётом 

статических нагрузок); 

• расчет усилий и напряжений в стержнях; пластинах; оболочках и объемных 

элементах и коэффициентов запаса по напряжениям для всех видов перемещений 

конструкции; 

• вычисление массы и моментов инерции моделей конструкций;  

• расчет тепловых полей при стационарных и нестационарных процессах; 

• расчет напряжений от совместного действия тепловых полей и нагрузок; 

• моделирование и анализ процессов распространения акустических волн в 

конструкциях. 

При решении задач расчёта напряжений и деформаций возможен учёт физической 

нелинейности материала (пластика) и определение остаточных напряжений и деформаций 

после прекращения действия нагрузки. Отличительной особенностью программы от 

отечественных и зарубежных аналогов, является возможность решения как традиционных 

для МКЭ задач, решаемых в рамках допущения о малых перемещениях, так и задач 

динамики сложных нелинейных механических систем, элементы которых совершают 

большие кинематические перемещения и одновременно испытывают упругие и 

пластические деформации. Программа обеспечивает совместное рассмотрение больших 

кинематических перемещений и деформаций конечных элементов, а также изменения 

структуры модели во время рассматриваемого процесса. При этом обеспечена 

возможность задания практически любого закона изменения нагрузок и кинематических 

возмущений во времени. 

В библиотеке элементов имеются стержневые, объемные КЭ, пластины, целый 

ряд специальных элементов (гибкие нити, неудерживающие связи, твердые тела, 

элементы механизмов, приводов). Имеется возможность расчета напряжений и 

деформаций в армированных элементах строительных конструкций. 

Для ввода и редактирования исходных данных имеется удобный графический 

редактор. 

Вывод результатов решения   описанных   выше задач возможен в виде графиков, 

таблиц и схем конструкции в исходном и смещенном в результате деформации 

состояниях в различные моменты времени, а также в соответствии с формами колебаний.  
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Обеспечивается вывод напряжений в КЭ модели в виде цветной закраски областей равных 

напряжений с подавлением невидимых линий. 

Программа имеет постоянно пополняемые базы данных по типовым элементам 

данных (материалы, сечения стержневых элементов и т.д.). 

Программа может использоваться для расчетов практически любых 

пространственных конструкций, механизмов и приводов в областях авиа-, авто-, судо-  и 

машиностроения, промышленного и гражданского строительства, а также в нефтяной и 

газовой промышленности. 

В первом разделе данного документа содержатся общие сведения о программе. 

Второй раздел содержит краткие теоретические сведения о методе и алгоритмах 

решаемых программой задач. 

В третьем разделе описана библиотека реализованных в программе конечных 

элементов. 

Четвертый раздел содержит описание нагрузок, реализованных в программе. 

Пятый раздел посвящен описанию кинематических граничных условий и 

возмущений, а также начальных условий, которые можно задать для модели объекта. 

В шестом разделе рассмотрены типы начальных условий, которые можно задавать 

при решении нестационарных задач. 

В седьмом разделе приведены структуры и содержание данных, которые 

необходимо подготовить для решения конкретных задач. 
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Основные обозначения и сокращения 

 

[…] – матрица; 

{…} – матрица-вектор  (вектор-столбец); 

[…]T – транспонированная  матрица; 

[…]-1 – обратная  матрица; 

[B(e)] – матрица связи вектора деформаций и вектора узловых перемещений  

конечного элемента; 

[C] – глобальная матрица демпфирования; 

с удельная теплоёмкость материала; 

cx коэффициент сопротивления сечения; 

[C] – матрица теплоёмкости КЭ-модели; 

[C(e)], [c(e)] – глобальная и локальная матрицы, демпфирования конечного 

элемента; 

[D] – матрица упругих констант; 

[Dи] – матрица упругих констант пластины при изгибе; 

[Dр] – матрица упругих констант пластины при растяжении-сжатии; 

E – модуль упругости материала; 

Eг – модуль объёмной упругости газа; 

Eж – объёмный модуль упругости жидкости; 

Епр – приведенный объёмный модуль упругости; 

ET – текущее значение модуля упругости материала; 

f –сила трения; 

f0 – постоянная  сила трения; 

{F} – глобальный вектор узловых усилий; 
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{F(e)},  {f(e)}   – глобальный и локальный векторы узловых усилий конечного 

элемента; 

G – модуль сдвига материала; 

Gг – массовый расход газа в сечении элемента; 

h – толщина пластины; 

hk –коэффициент теплообмена характеризующий конвективный 

 теплообмен; 

hp –интенсивность источника тепла в узле; 

hpk –приведенный коэффициент конвективного  теплообмена в узле; 

hpr –приведенный коэффициент радиационного  теплообмена в узле; 

hlk –приведенный коэффициент конвективного  теплообмена по линии; 

hlr –приведенный коэффициент радиационного  теплообмена по линии; 

hsk –приведенный коэффициент конвективного  теплообмена 

 по поверхности; 

hsr –приведенный коэффициент радиационного  теплообмена 

 по поверхности; 

k – показатель адиабаты; 

Kxx ,  Kyy , Kzz , – коэффициенты теплопроводности в направлении осей OX,   OY  и  OZ   

глобальной системы координат соответственно; 

kтр приведенный коэффициент трения; 

[K] – глобальная матрица жёсткости системы; 

[K0] – глобальная матрица жёсткости, соответствующая начальному  

положению системы при определении согласованных начальных; 

перемещений и скоростей; 

[Kс] – матрица теплопроводности КЭ-модели; 

Mкр – крутящий момент; 

Мтр – момент трения; 

[M] – глобальная матрица инерции системы; 

Mx , My , Mz , – изгибающие (крутящие) моменты в элементе относительно ox,   oy  и  

oz  локальной системы координат соответственно; 
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Nu – критерий Нуссельта; 

Pr – критерия Прандтля;   

Pг  – давление газа; 

P0  – давление газа в исходном положении; 

P1    и P2 – давления на входе и выходе дросселирующего элемента; 

 – глобальные векторы перемещений, скоростей и ускорений системы 

соответственно; 

{Q0} – вектор согласованных начальных перемещений системы; 

{Qf} – вектор амплитуд вынужденных колебаний системы; 

{Qi} – i-й собственный вектор; 

Qx
(i) , Qy

(i) ,  

Qz 
(i) 

– проекции вектора перемещений i – го узла на оси OX,   OY  и  OZ  

глобальной системы координат соответственно; 

qx
(i), qy

(i), qz 
(i), – проекции вектора перемещений i – го узла на оси ox,   oy  и  oz  

локальной системы координат элемента соответственно; 

{Ri} – i-й вектор сейсмической реакции системы; 

Re –число Рейнольдса; 

R – усилие (реакция),  действующее в элементе; 

Sо – площадь проходного сечения; 

T – температура  тела в рассматриваемой точке; 

Ts – температура  окружающей среды; 

U – источник тепла внутри тела; 

{U} – вектор узловых тепловых нагрузок; 

V0 – скорость среды относительно элемента, взаимодействующего со 

средой; 

vж – скорость жидкости в рассматриваемом сечении; 

Vж – объёмный расход жидкости в узле; 
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Wx
(i) , Wy

(i) , Wz 
(i) 

– проекции углового перемещения в  i – м узле на оси OX,   OY  и  OZ  

глобальной системы координат соответственно; 

wx
(i) , wy

(i) , wz 
(i) 

– проекции углового перемещения в  i – м узле на оси ox,   oy  и  oz  

локальной системы координат элемента соответственно; 

wf – частота возмущения при вынужденных колебаниях системы; 

wi –  i-е  собственное значение системы; 

wo – заданный сдвиг собственных значений системы;

x ,  y ,z , – деформации растяжения сжатия;

xy ,  xz ,yz – деформации сдвига;

 – -коэффициент линейного расширения материала;

 – коэффициент внешнего поглощения энергии при динамических 

переходных процессах;

  – коэффициент внутреннего поглощения энергии при динамических 

переходных процессах;

кр – критический перепад давлений;

f  ,1 ,2 – коэффициенты поглощения энергии при вынужденных колебаниях;

 – теплопроводность материала

т – коэффициент гидравлического трения  ;

 – коэффициент Пуассона;

г – коэффициент расхода газа;

 динамический коэффициент .вязкости, 

w   – объёмный  коэффициент  полезного  действия;

м   – механический  коэффициент  полезного  действия;

 – плотность материала;

о – плотность рабочего тела в элементе  в  начальный момент;

ж    – плотность жидкости;
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ср    – плотность внешней среды для элемента поверхности взаимодействия 

со средой;

м –коэффициент местного сопротивления;

 – постоянная Больцмана;

s – коэффициент излучения;

  ,       и   

   

– главные напряжения;

 – интенсивность напряжений;

XX   ,YY   ,ZZ    – нормальные  напряжения в проекциях на оси глобальной системы 

координат;

xx   ,yy   ,zz    – нормальные  напряжения в проекциях на оси локальной 

системы  

координат элемента; 

 

xx
(и)

 ,yy
(и), xy

(и) нормальные  и касательные напряжения от изгиба в пластине 

проекциях 

 на оси локальной системы координат элемента; 

 

XY   ,XZ   , YZ – касательльные  напряжения в проекциях на оси глобальной 

системы  

координат; 

 

xy   ,xz   , yz – касательльные  напряжения в проекциях на оси локальной 

системы  

координат элемента; 

 

xи y – углы поворота в точке элемента относительно осей ox  и  oy 

локальной системы координат элемента; 

 

 – объём полости элемента;  

0 – объём полости элемента в исходном положении;  

р  – рабочий объём гидромашины.  



 

 

Введение 

 

Программа предназначена для расчетов перемещений,  напряжений и деформаций 

в пространственных конструкциях  и деталях, представляемых   методом конечных 

элементов. в виде  систем, состоящих из стержней,  пластин, объемных элементов, 

элементов, рассматриваемых как твердое тело, гибких нитей и различных   связей, при 

статическом  и динамическом характере приложения внешних нагрузок, частот и форм 

собственных колебаний, амплитуд вынужденных колебаний, а также инерционных 

характеристик деталей сложной формы. 

Программа предназначена  для  использования  на  ПЭВМ в ОС    Windows. Имеет 

стандартный для данной ОС однодокументальный    интерфейс пользователя.    В 

документе изложены сведения, необходимые для использования    программы при 

решении указанных задач. 

 

1. Oбщие сведения 

 

1.1. Назначение программы  
 

Программа предназначена для анализа пространственных конструкций и 

обеспечивает решение следующих задач: 

-расчет деформационных перемещений при статическом нагружении; 

-расчет перемещений и напряжений при динамических нагрузках в рамках 

допущения о малых перемещениях; 

-расчет перемещений и напряжений в элементах в конструкций при динамических 

нагрузках с учетом  больших  кинематических  перемещений; 

-определение частот и форм собственных колебаний конструкций;  

-расчет амплитуд вынужденных колебаний (вибраций); 

-расчет усилий и напряжений в стержнях, пластинах, оболочках и объемных 

  элементах (при  этом обеспечивается расчет как компонент, так и эквивалентных 

  напряжений) и коэффициентов запаса по напряжениям для всех видов 

перемещений 

  конструкции ; 

-вычисление массы и моментов инерции  конструкций;  

-расчет тепловых полей при стационарных и нестационарных  процессах; 

-расчет напряжений от совместного действия тепловых полей и нагрузок. 

Ввод исходных данных  осуществляется  с помощью  встроенных  

специализированных текстового и графического редакторов. 

Результаты представляются в таблично-текстовой форме с необходимыми 

краткими комментариями, сгруппированными по виду результата, а также в графическом 

виде. 

В основе алгоритма решения задач заложен метод конечных элементов, сущность 

которого заключается в представлении исследуемой конструкции в виде совокупности   

элементов  простой конфигурации, называемых конечными  элементами  (КЭ), 

стыкующихся в узловых точках.   Метод подробно изложен в /1-7 и  др./. 

 



 

 

 

1.2. Характеристики программы 
 

Для данной версии программы максимальное количество узлов в КЭ-модели   по 

умолчанию принимается равным 40000. При необходимости может быть увеличено 

специальной командой до 1000000 и более. Реально размеры модели ограничиваются 

возможностями используемой ЭВМ.  Количество КЭ практически не ограничено. 

 

 

1.3. Используемые технические и программные средства. 

 

Для работы программы необходимы: 

- Процессор не ниже Pentium IV; 

- ОЗУ ёмкостью не менее 500Мб; 

- монитоp  c  гpафическим адаптером  VGA или SVGA; 

- операционная система  Windows-95/98/NT/ME/XP/7/8/10. 

 Объём памяти на жестком диске определяется размерами решаемых задач и может 

достигать 2Гб. 

 Программа обеспечивает  вывод  информации в виде графических    

изображений, цветных муаровых картин областей равных напряжений и расчетных схем в 

графическом виде, то для получения качественных    документов отражающих результаты 

расчетов в комплекте оборудования желательно наличие струйного или лазерного 

принтера.
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2. Метод и алгоритмы решения  задач 
 

Реализованный в программе метод конечных элементов (МКЭ) достаточно широко 

известен и его подробное изложение здесь лишено смысла, поэтому в данном разделе 

кратко изложены только основные понятия, алгоритмы решения задач, основные свойства 

и особенности конечных элементов, входящих в библиотеку. Подробное изложение 

теоретических положений и алгоритмов можно найти в литературе из  приведенного в 

конце документа списка. 

 

2.1. Основные понятия 

 

2.1.1. Общие сведения 
 

В соответствии с основной идеей МКЭ исследуемый реальный объект 

представляется в виде идеализированной системы,    состоящей  из конечных элементов 

соединенных в узловых точках. Такая модель объекта называется конечно-элементной 

(КЭ-модель). 

Под конечным элементом понимается условно неделимая часть объекта, состояние 

которой полностью определяется выбранными узловыми неизвестными, и для которой 

возможно построение математической модели в удобной для метода форме.  В качестве 

конечных элементов в зависимости от решаемой задачи могут выступать области 

сплошной среды, элементы конструкций, элементарные механизмы и т.д. 

Узловыми точками или узлами называются геометрические точки, КЭ-модели, в 

которой стыкуются соседние КЭ или приложено внешнее воздействие, и где 

определяются узловые неизвестные, описывающие состояние объекта. Положение 

узловых точек определяется в правой прямоугольной системе координат XOYZ (рис.2.1а).  

Для решения задач механики МКЭ реализован в варианте метода перемещений 

поэтому в качестве узловых неизвестных выступают различные виды перемещений.  Для 

элементов конструкций это проекции перемещений узловых точек и углов поворота 

сечений на координатные оси глобальной системы координат, положительные 

направления которых представлены на рис. 2.1б.  

 
Рис. 2.1.К вопросу о системе координат и узловых перемещений: 
 а - система    координат; б - узловые перемещения. 
 

При решении задач, требующих рассмотрения одномерного движения рабочего 

тела (жидкости или газа) в качестве узловых неизвестных в узлах, через которые проходит 

поток рабочего тела, используется только одно перемещение – для жидкости это объём 

жидкости, а для газа это масса газа, прошедшая через узловую точку схемы. Условно это 

перемещение соответствует Qx - перемещению по оси OX (рис. 1.2.1). По этому 

направлению в таких узлах задаются кинематические граничные условия при задании 

исходных данных. При дальнейшем изложении узлы элементов, через которые проходит 

поток рабочего тела, будут называться узлами потока рабочего тела (жидкости, газа). 
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При стыковке конечных элементов в таких узлах могут соединяться не более двух 

конечных элементов, при этом направления потока у стыкуемых элементов должны 

совпадать.  В качестве узловых усилий  в таких узлах принято давление рабочего тела. 

При этом давление, как узловое усилие, является векторной величиной, и стыковка  т.е. 

положительное по величине действует по направлению потока и наоборот. 

При решении задач переноса тепла в качестве узловых неизвестных выступают 

температуры в узлах (Со). 

 

 
Рис. 1.2. Узловые перемещения  элементов  в узлах гидравлических схем. 

 

Для некоторых типов КЭ вводятся, также, местные или локальные системы 

координат (ЛСК), связанные с конкретными элементами. В ЛСК можно определять и 

выводить параметры состояния элемента (усилия, напряжения и др.), а также задавать и 

редактировать исходные данные. 

 

2.1.2. Элементарные и виртуальные узлы и элементы 
 

В модели выделяются элементарные и виртуальные узлы.  

Элементарным называется узел, в котором стыкуются конечные элементы, т.е. 

просто узел в классическом для метода понимании.  

Связь элементов через элементарные узлы называется явной. 

Виртуальным называется узел, связываемый с конечными элементами с через 

виртуальные или специальные согласующие элементы. Такие узлы могут располагаться в 

удобных с точки зрения формирования модели местах.  В них можно задавать граничные 

условия и соединять с их помощью элементы.  Виртуальные узлы могут определяться по 

умолчанию или назначаться непосредственно пользователем (рис.1.3, 1.4). 

По умолчанию виртуальными считаются узлы, в которых заданы только граничные 

силовые или кинематические условия, или узлы, с которыми связан только один 

одномерный элемент – стержень, пружина, направляющая кулисы и т.п. Эта функция, при 

необходимости, может отключаться. 

Особенностью виртуальных элементов отсутствие явного задания номеров узлов, 

или некоторых узлов элемента, с которыми он связан. Связь узлов определяется в ходе 

вычислений, по условию принадлежности к какой-либо контролируемой области. Т.е. 

признаком виртуального элемента является наличие контролируемой области. Эти 

элементы рассмотрены в п.3.25.   

Одним из наиболее важных преимуществ использования виртуальных элементов и 

узлов является независимость сеток связываемых элементов, которые можно менять 

независимо, не внося изменений в параметры смежных элементов. 
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Рис. 1.3. Виртуальные узлы. 1 – элементарные узлы, 2 – виртуальные узлы, 3 - 

жёсткое закрепление, 4 - сосредоточенная сила, 5 – поверхность 
давления. 

  

 
 

Рис. 1.4. Соединение элементов в виртуальных точках.  1 – объёмные элементы 
3D20, 2 – пружина растяжения-сжатия, 3 – стержень 1D2.  
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2.2. Решаемые задачи 
 

Математический аппарат МКЭ позволяет записать уравнение движения 

идеализированной КЭ-модели относительно узловых неизвестных в виде 

 

    (2.1) 

 

где [M], [C] и  [K]- матрицы   инерции, демпфирования и жесткости КЭ-модели 

соответственно, {F}  - вектор узловых усилий,  {Q} - вектор узловых перемещений.  

Матрицы и векторы, входящие в уравнение 2.1. называют, также, глобальными.  Матрицы 

[M], [C], [K] и вектор {F} формируются путем суммирования соответствующих матриц 

отдельных КЭ.   Запись уравнения движения модели в виде (2.1.) позволяет решить целый 

ряд задач, рассмотренных далее. 

 

 

2.2.1. Расчет перемещений и напряжений от действия статических 
нагрузок\ 

 

Расчет перемещений и напряжений при статическом нагружении сводится к 

решению уравнения 

                     (2.2) 

и вычислению напряжений в элементах по полученным в результате решения (2.2) 

узловым перемещениям. 

При решении этой задачи кинематические граничные условия (заданные 

перемещения, закрепления) задаются таким образом, чтобы исключить возможность 

каких либо перемещений КЭ-модели как твердого тела. 

К особенностям реализации задачи в описываемой программе следует отнести: 

-возможность решения для различных вариантов нагружения, отличающихся 

сочетаниями коэффициентов для заданных нагрузок; 

-возможность решения для изменяющихся во времени кинематических и силовых 

граничных условий; 

-возможность учёта физической нелинейности в виде зависимости свойств 

материала от деформаций и температуры; 

-возможность учёта геометрической нелинейности (расчета по деформированной 

схеме), т.е. с учетом деформаций элементов. 

В результате решения этих задач получается набор векторов перемещений, 

соответствующих заданным условиям, для каждого из которых возможно вычисление 

напряжений в элементах. 

 

2.2.1.1.Линейная статика 
 

При решении задач линейной статики деформации полагаются малыми, а свойства 

элементов не зависящими от деформаций. Решение задачи сводится к определению 

вектора перемещений непосредственно из уравнения (2.2) и вычислению напряжений и 

деформаций в элементах. 

Для решения задачи необходимо описание модели и действующих на неё нагрузок. 

Кинематические граничные условия должны быть, в общем случае,  заданы таким 

образом, чтобы исключить возможность любых перемещений модели как твёрдого тела. 

Исключение составляет случай нагружения модели сбалансированной системой сил при 
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решении системы уравнений методом сопряжённых градиентов. В этом случае решение 

может быть получено при отсутствии каких либо кинематических граничных условий. 

Если в наборе данных указаны нелинейные свойства для материала в виде 

зависимости напряжений от деформации, а требуется решение именно линейной задачи, 

то это необходимо указать в записи атрибутов.  

 

 

2.2.1.2.Анализ начальной устойчивости 
 

Анализ начальной устойчивости предполагает определение для известного вектора 

перемещений {Q} векторов потери устойчивости )(iQ  и соответствующих им 

множителей i  (критических коэффициентов нагрузки), соответствующих равновесному 

состоянию системы, т.е. 

              (2.2а) 

где 

 

 0K - матрица жёсткости соответствующая  положению модели при котором 

определён вектор перемещений от действия статической нагрузки Q , 

 K -матрица начальных напряжений, или геометрическая матрица / 11  /. 

Матрица  K , также, как и все матрицы уравнений равновесия модели, получается 

суммированием матриц отдельных элементов  )(eK , определяемых выражением 

, 

где  

 LB -матрица начальных изменений геометрии элемента. Способы определения 

матрицы  LB  для различных случаев можно найти в / 11  / и др. 

Таким образом, решение задачи начальной устойчивости сводится к решению 

полной проблемы собственных значений для уравнения 2.2а. 

Непосредственные вычисления коэффициентов критической нагрузки и форм 

потери устойчивости выполняются автоматически в процессе решения задачи линейной 

или нелинейной статики, если в атрибутах указано число форм потери устойчивости 

больше нуля. Возможно вычисление до 50 форм потери устойчивости, хотя, на практике, 

интерес представляют первые 6-12 форм. 

 

 

2.2.1.3.Нелинейная статика 
 

Реализованы два вида нелинейности – физическая и геометрическая.  

Физическая нелинейность предполагает зависимость свойств материала от 

деформаций, напряжений и температур. 

Геометрическая нелинейность предполагает наличие значительных деформаций и 

перемещений модели, или изменения её структуры (возникновение и потеря  контактов, 

разрушение элементов). 

Наличие физической нелинейности без геометрической означает решение задачи в 

рамках допущения о малых перемещениях. В этом случае правая часть уравнения (2.2) 

принимает вид  
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, 

Где 
 

  -вектор внешних сил, 

 

     -вектор сил физической нелинейности, 

 
 

        -вектор сил физической нелинейности элемента, 

 

-упругие и упругопластические напряжения в элементе,  

 

соответствующие вектору перемещений  Q . 

Система (2.2б) решается итерационно 

, 
где i – номер итерации. 

Геометрическая нелинейность предполагает зависимость геометрических 

соотношений, а следовательно и членов уравнения (2.2) о перемещений. При этом, для 

каждого элемента предполагается возможность представления вектора узловых 

перемещений  )(eQ  в виде суммы векторов его смещения как твёрдого тела )(ekQ  и 

вектора перемещений  )(eQ , вызывающих его деформации 

. 
В этом случае уравнение (2.2) принимает вид 

, 
где  
 

-вектор кинематических сил системы, 
 

 

 -вектор кинематических сил элемента. 

 

Учёт геометрической нелинейности предполагает полное переформирование 

системы ее формированием на каждом шаге.  
 

. 

 

Одновременный учёт физической и геометрической нелинейности приводит к 

записи уравнения равновесия модели в виде  
 

 
и также требует итерационного решения с переформированием матриц уравнения 

на каждом шаге.  

Итерации прекращаются при достижении квадратичной нормы невязки заданной 

величины, т.е. выполнении  условия 
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                            (2.2б) 

       

 

 

где  

 
n = 10-4  - 10-12   - задаваемая допустимая величина невязки. 

Величина,n  а также предельное число итераций задаются пользователем. 

 

 

2.2.1.4.Статический анализ при изменяющихся во времени граничных 
условиях 

 

Алгоритмы решения задач для изменяющихся во времени нагрузок и 

кинематических условий отличаются от изложенных выше тем, что  предполагают 

пошаговое решение уравнения равновесия с изменяющимися граничными условиями При  

этом в качестве аргумента для описания изменяющихся нагрузок и кинематических 

условий используется время, т.е. 

   ,                                                      (2.2в) 

 где {Qt}   ,  [Kt ]  , {Ft }    - вектор перемещений, матрица жесткости и  вектор 

нагрузок в момент времени t соответственно.    

Если перемещения можно считать малыми, а кинематические граничные условия 

неизмененными по структуре, то задача решается при неизменной левой части уравнения, 

и на каждом шаге переформировывается только правая часть уравнения.  

В общем случае, при учёте больших перемещений элементы матрицы |K|,   вектора 

{F} и кинематические  граничные условия, в соответствии с которыми вносятся 

изменения в |K|,   зависят от элементов вектора перемещений, то последнее уравнение 

формируется на каждом шаге и решается путем итераций. При этом, для первой итерации 

используется вектор Q,   полученный на предыдущем шаге по времени. Шаг и интервал по 

времени, а также количество итераций на шаге устанавливаются пользователем в 

соответствии с особенностями конкретной задачи. 

Использование времени в качестве аргумента позволяет использовать единые для 

всех реализованных в программе задач способы описания  нагрузок, кинематических  

условий и возмущений. 

 

2.2.1.5.Кинематический и силовой анализ механизмов 
 

Задачи кинематического и силового анализа механизмов являются частными 

случаями задачи статического анализа при изменяющихся во времени нагрузках. 

Кинематический анализ выполняется путём исследования результатов решения 

задачи при отсутствии каких либо внешних нагрузок и заданных, в соответствии с 

требуемым законом  движения ведущего звена, кинематических граничных условиях. 

Результатом решения такой задачи будут параметры движения узловых точек. При этом, 

если в кинематических граничных условиях скорость точки, определяющей движение  

ведущего звена, выбрана равной единице, то скорости других узлов, полученные при 

решении  уравнения движения,  по величине будут равны мгновенным передаточным 
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отношениям. Скорости определяются путём дифференцирования по времени 

перемещений в различные моменты времени, полученных из решения (2.2в). 

Аналогично, силовой анализ выполняется путём исследования результатов 

решения задачи при действии внешних нагрузок и кинематических граничных условиях 

заданных, в соответствии с требуемыми законами движения ведущего звена и изменения 

внешних нагрузок. По полученным из решения (2.2в) перемещениям определяются усилия 

и напряжения в элементах, необходимые для выполнения дальнейшего анализа. 

 

 

 

2.2.2. Расчет параметров движения при динамическом переходном 
процессе 

 

Расчет перемещений конструкции при динамическом нагружении, предполагает 

численное интегрирование по времени уравнения  (2.1),  при заданных силовых и 

кинематических граничных и начальных условиях. Для рассматриваемого класса задач в 

подавляющем большинстве случаев пригодны только неявные безусловно-устойчивые 

методы. Ряд методов численного интегрирования и их свойства рассмотрены  в /1, 3, 21 и 

др./. Вследствие объемности темы её подробное изложение в данном документе 

нецелесообразно. В программе реализованы явный и неявный методы интегрирования. 

Явный метод иногда оказывается эффективнее только для задач распространения волн 

деформаций. В остальных случаях неявный метод гораздо эффективнее. 

Все рассмотренные в указанных работах методы  предполагают сведение 

уравнения  (2.1) к системе линейных алгебраических уравнений, относительно вектора 

перемещений в рассматриваемый момент времени, путем подстановки в (2.1) конечно 

разностного представления векторов скоростей и ускорений. В программе используется 

метод прямоугольников со сглаживанием, подробно рассмотренный в ./21/.  Метод 

практически идентичен методу нецентральных разностей третьего порядка /1, 3, 21/, но на 

начальном этапе вычисления несколько проще.  

Все рассмотренные в указанных работах методы  предполагают сведение 

уравнения  (2.1) к системе линейных алгебраических уравнений, относительно вектора 

перемещений в рассматриваемый момент времени, путем подстановки в (2.1) конечно 

разностного представления векторов скоростей и ускорений. В программе используется 

метод прямоугольников со сглаживанием, подробно рассмотренный в ./21/.  Метод 

практически идентичен методу нецентральных разностей третьего порядка /1, 3, 21/, но на 

начальном этапе вычисления несколько проще. Метод прямоугольников предполагает 

движение на шаге с постоянным ускорением, что предполагает следующие выражения для 

перемещений и скоростей в момент времени t+

 
и 

,      (2.2) 

где    - шаг интегрирования по времени. 

Выразив   tQ  и    tQ  через параметры движения на предыдущем шаге и 

подставив их в уравнение движения (2.1) получим линейное алгебраическое уравнение 

вида 

, 

где  
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 - эффективная матрица жёсткости, 
 

 - эффективный вектор 

узловых усилий. 

 

В методе прямоугольников со сглаживанием после вычисления вектора  

  tQ определяется сглаженное значение  
t

Q по формуле 

 
и повторное вычисление   tQ  в соответствии с выражением 2.2. с 

использованием сглаженного значения  
t

Q . 

Описанный метод имеет два важных свойства - безусловную устойчивость и 

схемное демпфирование. Второе является следствием первого и характерно для всех 

безусловно устойчивых методов. Безусловная устойчивость (независимость устойчивости 

вычислений от шага интегрирования по времени) является положительным свойством, так 

как позволяет выбирать конечно-элементные независимо, учитывая только геометрию 

объекта. Схемное демпфирование – отрицательное свойство, проявляющееся в 

подавлении параметров движения во времени. Это требует выбора меньшего шага по 

времени для обеспечения требуемой точности решения, чем для условно устойчивых 

методов. Для иллюстрации этого свойства на рис.2.2.1 представлены графики 

перемещений линейного осциллятора при заданной начальной скорости, полученные 

путём интегрирования уравнения движения по времени при различных соотношениях 

шага по времени  и периода собственных колебаний  T. Из представленных данных 

видно, что величина схемного демпфирования уменьшается с уменьшением соотношения  

 / T. Приемлемая точность достигается при /T<0,01, в то время, как для условно 

устойчивого метода Вильсона, а также явных методов это соотношение может быть не 

более 0,1. Однако, для условно устойчивого метода в качестве  T выступает минимальный 

период собственных колебаний системы, а для безусловно устойчивых – интервал 

рассматриваемого процесса. Очевидно, что из условно устойчивых методов с точки 

зрения эффективности вычислений предпочтительнее явные методы. Поэтому в 

программе реализован неявный метод по схеме прямоугольников с активным 

сглаживанием, и явный метод Вильсона.  

В программе реализованы два варианта решения задачи динамики - для случаев 

малых и больших перемещений. 

Решение задачи при допущении о малых перемещениях предполагает, что характер 

перемещений узлов модели позволяет считать матрицы [M], [C] и  [K] , входящие в (2.1) 

постоянными, не зависящими от перемещений. Это имеет место в случае, когда структура 

модели на рассматриваемом интервале времени неизменна и угловыми перемещениями 

элементов (поворотами) относительно осей глобальной системы координат можно 

пренебречь.  Требование  неизменности структуры модели также исключает из 

рассмотрения случаи изменения структуры граничных условий (т.е. возникновения 

опорных реакций при определенных значениях перемещений узлов и т.д.).  Выделение  

задачи в данной постановке из общего случая обусловлено более высокой, по сравнению с 

общим случаем,  эффективностью вычислений -  матрицы [M], [C] и  [K]   формируются 

только один раз, и приведение матрицы левой части уравнения, решаемого на каждом 

шаге интегрирования, к треугольному виду также выполняется только один раз. 

Вычисления в процессе интегрирования сводятся только к формированию правой части 
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системы и вычислению вектора перемещений, соответствующего рассматриваемому 

моменту времени. 

 

 
Рис. 2.2.1. Перемещения линейного осциллятора во времени при различных 

соотношениях шага интегрирования  и периода собственных колебаний осциллятора T. 

 

Решение задачи при допущении о малых перемещениях накладывает следующие 

ограничения на модель: 

-структура модели на рассматриваемом интервале времени не изменяется; 

-угловые перемещения элементов относительно осей глобальной системы 

координат пренебрежимо малы по сравнению с их размерами; 

-структура кинематических граничных условий  на рассматриваемом интервале 

времени не изменяется. 
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Требование постоянства структуры автоматически  исключает из рассмотрения 

элементы, её изменяющие (неудерживающие связи, контактные точки и поверхности и 

др.). 

Последнее требование предполагает возможность задания для модели закреплений 

и кинематических возмущений, для которых может изменяться только их значение во 

времени, т.е. полностью освободить узел, для которого оно задано, в процессе решения 

нельзя (виртуальные граничные условия будут задаваться в соответствии с исходным 

положением узлов).   

Несмотря на значительные ограничения, данные задачи достаточно широко 

распространены (задачи о распространении волны деформаций в конструкции при 

импульсных нагрузках, расчет сейсмического воздействия и др.).  

В случае больших перемещений все матрицы, входящие в (2.1)  считаются 

зависящими от элементов вектора перемещений {Q}, т.е. от положения элементов, т.е.,   ,      

 

 

. 

 

Формирование системы (2.1) и ввод кинематических граничных условий в этом 

случае выполняются на каждом шаге интегрирования.  Усилия и кинематические 

граничные условия также могут зависеть от элементов вектора перемещений.  Кроме того, 

на каждом шаге решение может уточняться итерационным путем.  Использование 

итераций целесообразно при анализе систем с изменяющейся структурой, т.е. 

включающих в себя неудерживающие связи, контактные точки и поверхности, 

виртуальные граничные условия.  
 
 
2.2.3. Расчет частот и форм собственных колебаний 
 

Расчет частот и форм собственных колебаний сводящиеся к решению полной 

проблемы собственных значений,  т.е. отыскания значений собственных частоты  w   и   

вектора Qi   , удовлетворяющих уравнению 

        где   i=1,2,3,…n;   (2.3) 

n - число собственных частот модели, которые, начиная с минимальной, 

необходимо определить. 

Задача решается методом итераций в подпространстве /1/. Значение  n  указывается 

в исходных данных. 

Для расчётов колебаний при незакреплённой модели, а также для определения 

частот и форм начиная с какой либо фиксированной частоты предусмотрена возможность 

сдвига частот на заданную величину. В этом случае связь собственных частот и частоты 

сдвига определяется выражением  

 
подстановка которого в уравнение (1) приведёт к уравнению вида 

  . 

Из последнего уравнения находятся сдвинутые собственные значения 
2

icw , по 

которым отыскиваются искомые собственные частоты. 

Величина 0w  задаётся в исходных данных. 
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При расчёте свободных от закреплений конструкций использование сдвига 

позволяет сформировать обычно положительно определённую матрицу вида 

  . 

Это обеспечивает устойчивость вычислений на этапе вычисления приближений 

собственных векторов. 

 

 

2.2.4. Расчет амплитуд вынужденных колебаний 
 

Возможны два способа определения амплитуд параметров процесса вынужденных 

колебаний: 

 прямое интегрирование уравнений движения (2.1) при заданном 

гармоническом  законе изменения нагрузки во времени с последующим 

анализом результатов; 

 линейно-спектральным методом, при котором в начале вычисляются 

частоты и формы собственных колебаний модели, затем определяются 

амплитуды вынужденных колебаний по каждой форме колебаний с 

последующим суммированием результатов. 

Первый способ рассмотрен в разделе  2.2.2 . Здесь рассмотрен алгоритм 

определения параметров процессов установившихся вынужденных  колебаний линейно 

спектральным методом.  

Теоретические вопросы расчёта параметров вынужденных колебаний рассмотрены 

в /1, 26  и др./. 

В линейно спектральном методе полагается, что колебания модели происходят в 

соответствии с формами собственных колебаний, т.е. решение ищется в виде комбинации 

векторов амплитуд колебаний по собственным формам. 

Полагается что колебания рассматриваемой системы под действием возмущающих 

сил, изменяющихся по гармоническому закону, происходят в соответствии с формами 

собственных колебаний, т.е. решение ищется в виде комбинации векторов колебаний по 

собственным формам. В этом случае расчёт предполагает определение частот и форм 

собственных колебаний с последующим решением уравнений 
 

   , 

где 

i
q

  - перемещение по i –й собственной частоте   i


  , 

   - приведенная к i –й собственной частоте масса, 

   iQ    - собственный вектор, соответствующий  частоте   i


  ,, 

   - коэффициент, демпфирования, 

   - коэффициент жёсткости,  

   -амплитуда возмущающей силы, изменяющейся по 

гармоническому закону с частотой f   

Матрица демпфирования  определяется выражением 
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Коэффициенты демпфирования   и , обобщённо характеризуют внешние и 

внутренние потери энергии соответственно.  В общем случае коэффициенты  и    могут 

быть представлены в виде функций частоты возмущающей силы и определяются 

выражениями

  =0 +  1   +   22 

 и

=0 +  1  +  2 2 . 
Коэффициенты  i    и   i  ( i = 0, 1, 2) задаются в исходных данных. 

Амплитуда колебаний по i-й собственной форме определяется выражением/ 

   (2.4) 

Тогда, вектор амплитуд колебаний системы по i-й собственной форме определится 

выражением 

   ii

ω

i QA=Q . 

Вектор амплитуд колебаний является одним из видов реакции системы на 

возмущение. По этим векторам можно определит амплитуды напряжений, реакции в 

закреплениях, соответствующие собственным частотам. 

Полное решение ищется в виде комбинации реакций системы по собственным 

формам. Здесь возможны два варианта: 

1. Линейное суммирование, при котором значения элементов векторов 

реакций системы суммируются по модулю, т.е.
 
 

. 

2. Квадратичное суммирование, когда суммарная реакция системы 

определяется как корень квадратный из суммы квадратов реакций по 

собственным частотам, т.е.  

. 

Здесь 

 

iQ  - элемент вектора амплитуды вынужденных колебаний по i – й форме 

колебаний, 

i  - амплитуда напряжений вычисленная по вектору амплитуды вынужденных 

колебаний по i – й форме колебаний, 

ir  - вектор реакций в закреплениях, определённый по вектору амплитуды 

вынужденных колебаний по i – й форме колебаний, 

n  - число форм собственных колебаний, используемых при анализе. 

Таким образом, при вычислении реакций системы на возмущающую силу в начале 

вычисляются частоты и формы собственных колебаний модели, определяются амплитуды 

вынужденных колебаний, затем определяется вектор вынужденных колебаний в виде 

суммы векторов колебаний по собственным формам. 
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 Для линейно спектрального метода предусмотрен алгоритм вычислений при 

пошаговом изменении частоты в заданном интервале и вывод результатов амплитуд, 

скоростей и ускорений вибраций в зависимости от частоты возмущения. 

Границы интервала и шаг изменения частоты при вычислениях задаются в 

исходных данных. Число форм собственных колебаний, используемых при анализе, 

определяется в соответствии с  требуемой точностью вычислений. Зная требуемую 

точность  можно определить вклад амплитуды максимальной частоты следующим 

образом 

  ,
 

где
 

Amax  - амплитуда колебаний максимальной частоте.   

A0  - амплитуда колебаний на резонансной частоте, т.е. при  
 

. 
Тогда        . 

 

 

. 

Подстановка выражений для A0  и  Amax  в выражение для погрешности позволит 

переписать  неравенство в виде 

. 
С достаточной для практических расчётов точностью можно пользоваться 

выражением 

. 
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2.2.5. Определение согласованных начальных перемещений 
 

Необходимость определения согласованных начальных перемещений возникает в 

ситуациях, когда в начальный момент модель испытывала статическую нагрузку 

(например, здание перед воздействием сейсмической нагрузки испытывает воздействие 

силы тяжести) и требуется определить суммарное воздействие нагрузок или иметь 

перемещения, вызванные действием статической нагрузки, в качестве начальных условий 

при численном интегрировании уравнения (2.1.).  Задача сводится к решению уравнения  

     (2.5) 

 где в качестве кинематических граничных условий, наряду с задаваемыми 

перемещениями, используются начальные перемещения.  

 

2.2.6. Определение согласованных начальных скоростей 
 

Согласованные начальные скорости требуется определить в случаях, когда 

известны начальные скорости только некоторых узлов, и требуется определить скорости 

остальных точек из условия перемещения модели (или ее части) как твердого тела 

(системы твердых тел), или в соответствии со статическими деформациями.  Простейшим 

примером этой ситуации может служить деталь, в начальный момент совершающая 

вращательное движение как твердое тело вокруг оси и представленная большим 

количеством элементов и узлов. Начальные скорости необходимо вычислить и задать во 

всех узлах, что представляется задачей трудоемкой. Имеющийся в программе алгоритм 

позволяет определить скорости всех узлов по скоростям отдельных точек. Задача сводится 

к решению уравнения 

  ,     (2.6) 

в котором в качестве кинематических граничных условий выступают закрепления 

модели и заданные начальные скорости соответствующие исходному положению модели 

(моменту времени t = 0). Более подробно эта задача рассмотрена в /21/ . 
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2.2.7. Расчет перемещений и напряжений при действии сейсмических 
нагрузок  

 

В программе возможно определение перемещений и напряжений от действия 

сейсмических нагрузок двумя способами: динамическим и линейно-спектральным. 

Решение задачи динамическим методом сводится к решению расчёта параметров 

динамического переходного процесса и последующему их анализу. Единственным 

отличием здесь является наличие сейсмических воздействий в качестве нагрузки.  

Решение задачи линейно-спектральным, или нормативным, методом предполагает 

поиск решения в виде комбинации перемещений, вызванных сейсмической нагрузкой и 

соответствующих формам собственных колебаний исследуемой системы. Такой подход 

предполагает выполнение следующих этапов: 

-определение частот и форм собственных колебаний системы; 

-определение векторов амплитудных перемещений системы, соответствующих 

формам собственных колебаний (модальных откликов); 

-определение суммарных откликов (перемещений, напряжений, деформаций, 

реакций в закреплениях) в виде комбинации модальных откликов системы.  

Определение модальных откликов системы по перемещениям {Ri
(Q)}, или векторов 

амплитудных перемещений по соответствующим формам собственных колебаний {Qi},  

выполняется в соответствии с выражениями  

, 

Где 

 

-нормированный собственный вектор; 

 

 

-амплитудное перемещение по обобщённой 

координате, соответствующей i – й форме 

собственных колебаний системы;  

 

-вектор узловых усилий от сейсмического 

воздействия; 
 

0A    - квазидиагональная матрица, диагональные элементы которой, 

соответствующие узловым перемещениям в направлении осей глобальной системы 

координат определяются выражением   

, 

Где 

 

s = x, y, z;  -направление узлового перемещения, соответствующее i – му элементу вектора 

перемещений системы ; 

As -заданная амплитуда ускорений от сейсмического воздействия в направлении  s 

глобальной системы координат; 

Ss() -заданный спектр отклика; 

В результате вычислений определяются векторы     , по которым далее 

вычисляются необходимые для анализа компоненты отклика системы, а именно 

напряжения, силовые факторы, реакции в закреплениях.  
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Обеспечена возможность просмотра как Ri - компонентов отклика системы, 

соответствующих собственным векторам  ,так и суммарного отклика, 

определяемого как корень квадратный из суммы квадратов составляющих 

, 
где n -  число учитываемых форм колебаний; 

Ri  - компонент отклика системы по i - му   тону собственных колебаний. Здесь в 

качестве Ri могут выступать перемещения,  напряжения, силовые факторы, реакции в 

закреплениях. 

Для выполнения данного вида анализа необходимо помимо описания модели 

задать описание сейсмического воздействия в виде амплитудных значений ускорений в 

направлении осей глобальной система координат (Ax,  Ay  и  Az) и соответствующие им 

спектры отклика, являющиеся функциями  частоты колебаний и ряда параметров. 

Имеется возможность задания стандартных спектров, обычно используемых при 

расчётах по СНиП, и табличного задания спектров. 

В соответствии со СНиП II-7-81определение узловых перемещений из решения 

уравнения 2.2,  в  котором в качестве вектора нагрузок выступают сейсмические нагрузки 

Fi ,  определяемые в соответствии со СНиП II-7-81 выражением: 

Fi    =    K1 K2 F0i   , 

где 

Fi    -   вектор расчётной сейсмической нагрузки, соответствующий   i - му   тону 

собственных колебаний,     K1   - коэффициент,  учитывающий допускаемые повреждения 

зданий и сооружений, 

K2   - коэффициент,  учитывающий конструктивные решения зданий и сооружений, 

F0i  =  Q A i Ki  - вектор сейсмической нагрузки  для i - го   тона собственных 

колебаний здания или сооружения,  определяемый в предположении упругого 

деформирования конструкции в соответствии с формой колебаний, соответствующей 

рассматриваемому тону; 

Q    - вектор значений весовой нагрузки, приведенной к узловым точкам;  

A  - коэффициент, значения которого принимаются, 0.1, 0.2 и 0.4 соответственно  

расчётной сейсмичности  7,  8   и  9 баллов;

i     - коэффициент динамичности, определяемый в зависимости от периода 

колебаний  конструкции и характеристики грунтаi     = 1/Ti   , но  не более 3 для грунтов I 

категории, i     = 1,1/Ti   , но  не более 2.7 для грунтов II категории,  и i     = 1,5/Ti   , но  

не более 2 для грунтов III категории, но для всех случаев i не менее 0.8; 

Ti      - период колебаний по i - му   тону; 

K   - коэффициент,  учитывающий характеристики  зданий и сооружений,

i = X( QТX /XТ QI X) - коэффициент , зависящий от формы деформации 

конструкции.  

Таким образом,  при использовании стандартного спектра функция  sS  

одинакова для всех направлений и определяется выражением 

, 

В отличие от задаваемого по СНиП коэффициента A в программе задаются 

величины Ax , Ay  и  Az  - амплитуды ускорений в направлении осей OX,  OY  и  OZ  

соответственно.  Так как весовая нагрузка равна произведению массы на ускорение 

свободного падения g , то связь между коэффициентом  A  и указанными величинами 

будет определяться выражением   
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As  =   gA  ,.                 где  s  =  x, y, z  . 

Т.е. для расчётной сейсмичности  7,  8   и  9 баллов коэффициенты  Ai  будут иметь 

значения  0.981 , 1.962    и  3.924  соответственно.  При этом, их можно принимать 

отличными друг от друга по величине, что позволяет моделировать различные случаи 

направленности сейсмического воздействия.  

Таблицы и подробные рекомендации по заданию коэффициентов K1,   K2 ,  K, а 

также требуемого количества предварительны вычисленных частот и форм собственных 

колебаний конструкции,  соответствующих конкретной расчётной ситуации представлены 

в СНиП II-7-81. 

Кроме задания сейсмических нагрузок по СНИП, в программе реализована 

возможность задания  спектров амплитуд ускорений основания в направлении осей 

глобальной системы координат в виде функции от частоты.  В качестве аргумента 

принимается круговая частота (рад/с). В этом случае амплитуды колебаний определяются 

как для случая вынужденных колебаний (см. п.2.2.4). Ускорения основания  задаются 

раздельно по направлениям осей глобальной системы координат в виде таблиц и 

амплитудных коэффициентов. Значение функции для любой точки получается путём 

произведения амплитудного коэффициента на значение функции из таблицы. Если 

таблица значений ускорения основания задана только по оси OX, а амплитудные значения 

ускорений по другим осям не равны нулю, то табличная функция принимается 

одинаковой по всем направлениям. 

 

  
2.2.8. Определение усилий и напряжений в элементах 
 

Основным результатом решения рассмотренных выше задач является набор 

векторов перемещений, соответствующих вариантам нагружения, различным моментам 

времени и т.д., и программа обеспечивает вычисление напряжений, коэффициентов запаса 

и силовых факторов в элементах выполняется для любого из векторов перемещений, 

полученных при решении перечисленных выше задач. Конкретный вектор, для которого 

необходимо вычислить напряжения, указывается пользователем. Вывод напряжений 

может выполняться как в графическом, так и в табличном виде. Кроме того, 

предусмотрена возможность вычисления и вывода максимальных и минимальных 

значений напряжений в элементах на интервале времени или по совокупности вариантов 

статического нагружения, а также графиков изменения напряжений и усилий в элементах 

во времени, вычисляемых  по динамическим перемещениям. 
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2.2.9. Перенос тепла 
 
2.2.9.1. Общее уравнение процесса теплопередачи 

 

Решение задач переноса тепла предполагает определение параметров тепловых 

полей,  которые, в общем случае,  описываются уравнением теплопроводности вида 

  ,           (2.7) 

где   Kxx ,  Kex и  Kzz  - коэффициенты теплопроводности  в направлениях   X,   Y    и  Z ; 

T – температура  тела в рассматриваемой точке; 

         U – источник тепла внутри тела; 

          плотность материала; 

          с    удельная теплоёмкость материала. 

Практически важным частным случаем уравнения 2.7 является уравнение 

стационарного процесса теплопередачи, для которого параметры считаются 

независящими от времени, т.е. 

  ,           (2.8) 

В общем случае могут иметь место граничные условия первого, второго  и третьего 

рода.  

Граничные условия первого рода предполагают известные температуры Ts на 

некоторой части границы рассматриваемой области, которые, в общем случае, являются 

функцией координат и изменяются во времени 

T (s, t ) =  Ts  . 

Граничные условия второго рода предполагают задание плотности теплового 

потока  q для каждой точки поверхности тела в функции времени, т.е 

. 

Граничные условия третьего рода предполагают наличие теплообмена на границе 

области, т.е. 

, 

где     H  – коэффициент теплообмена,   

          Tc – температура  окружающей среды,  

          Ts – температура  поверхности тела,  

При этом величины  H,   Tc  и qs  в общем случае  являются функциями координат и 

могут изменяться во времени.  

 

2.2.9.2. Лучистый теплообмен 
 

Особым случаем граничных условий является излучение телом тепла 

(радиационный теплообмен). Это явление имеет ряд особенностей,  которые необходимо 

рассмотреть. 

В однородной и изотропной среде лучи распространяются прямолинейно. Достигая 

поверхности среды, они частично отражаются, частично проникают во вторую среду, где 

частично поглощаются, частично же проходят её насквозь.  Таким образом, 
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рассматривается четыре основных потока энергии, характеризуемые плотностями потока 

q  (Вт/м2 ): 

- падающий на поверхность qп  ;  

- пропущенный телом qпр  ;  

- отражённый телом qотр  ;  

- излучаемый телом qиз  . 

Падающий поток складывается из потока, создаваемого излучением других тел  qт 

и потока излучения внешней среды qс, температура которой  Tc  известна 

qп   =  qm  +  qс   . 

Сумма отражённого и излучаемого потоков называется эффективным потоком 

qэ =  qиз  +  qотр. 

Отражение (преломление) называют правильным, если падающий и отражённый 

(преломленный) лучи лежат в одной плоскости с нормалью к поверхности раздела двух 

сред, а поверхности, дающие такое отражение (преломление), называют абсолютно 

ровными. Отражение (преломление) называют диффузным, если падающие лучи, 

отражаясь (преломляясь) расщепляются и идут во всевозможных направлениях; такое 

отражение дают шероховатые поверхности.  

Гладкую поверхность, полностью, отражающую все падающие на неё лучи, 

называют зеркальной. 

Шероховатую поверхность, полностью и равномерно отражающую все падающие 

лучи называют абсолютно белой. 

Шероховатую, полностью пропускающую все падающие на неё лучи, поверхность 

называют абсолютно чёрной, или  абсолютно чёрным телом. 

Тело, полностью поглощающее все падающие на него лучи, называют абсолютно 

чёрным.  

Серым телом называют тело аналогичное по свойствам абсолютно чёрному телу, 

излучательная способность которого понижена по сравнению с абсолютно чёрным телом. 

Излучение серого тела подобно излучению абсолютно чёрного тела,  однако в сравнении с 

чёрным телом интенсивность излучения серого для каждой длины волны понижена при 

всех температурах: если Es - интенсивность излучения серого тела, то  Es = E  ,    где     - 
степень черноты серого тела, не зависящая ни от длины волны, ни от температуры. 

Большинство технических твёрдых тел достаточно близко подходит под понятие серого 

тела. Их коэффициент излучения их зависит  природы тела и  состояния поверхности. 

Отклонение от закона (зависимость   от температуры) учитывается обычно ограничением 

интервала темпёратур, для которого задаётся  значение  .  
В общем случае    A + R + D = 1, 

где  

А — коэффициент поглощения, или поглощательная способность тела, 

определяющая долю излучения, поглощаемую телом;  

R  — коэффициент отражения, или отражательная способность тела, определяющая 

долю излучения, отражаемую телом;  

D — коэффициент проницаемости, или пропускная способность, определяющая 

долю излучения, проникающую сквозь тело.  

Соотношение A + R + D = 1 имеет смысл по отношению к интегральному 

(полному) излучению, охватывающему волны всех длин.  

Если D = 0 - тело непроницаемо для излучения и A + R = 1;  

Если D = 1 - среда пропускает излучение полностью, она диатермична.  

Кроме того, считается справедливым закон Кирхгофа утверждающий 

независимость отношения лучеиспускательной способности тела к его поглощательной 

способности от каких либо факторов. 
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Для абсолютно чёрного тела  А = 1.  

Для серого тела  A =  

                            R = 1 -  

                         D = 0 

                                      qотр =  (1- )qп  

                                      qэ =  qиз  +  (1- ) qп  . 

Для абсолютно белой поверхности R = 1.  

Далее рассматривается излучение и лучистый теплообмен серых тел, разделённых 

диатермичной средой. Излучение и отражение считается диффузным. 

Закон Стефана-Больцмана, определяющий лучеиспускательную способность 

абсолютно чёрного тела, записывается в следующем виде:  

 4TE   

Где   = 5.76 10-8  —  постоянная Больцмана,  

T  –  абсолютная температура поверхности (Ko). 

Для серых тел закон Стефана-Больцмана телам применяется в следующем виде:  
4Tq s   , 

 где   s  – коэффициент излучения  серого тела, 

   <1 – степень черноты серого тела. 

Суммарная плотность энергии, получаемая поверхностью элементарной площадки, 

определится выражением 

mcп qqq  ,  

где 

mq  - энергия, получаемая поверхностью в рассматриваемой точке от других 

рассматриваемых поверхностей, 

cq -  энергия, получаемая поверхностью в рассматриваемой точке от излучения 

окружающей среды. 

Рассматривая энергию dQo , получаемую элементарной площадкой dF в результате 

излучения с элементарной площадки dF’ (рис.2.2.9.1), можно записать 

, 

тогда 

 
где  

r – расстояние между серединами площадок,  
  и  ’ - углы между нормалями к 

элементарным площадкам dF и dF’ и прямой, 

соединяющей середины этих площадок. 

Дополнительными условиями вычисления 

последнего интеграла являются    cos    >0    и    

cos  ’>0. 

изq  - энергия, излучаемая с единицы 

поверхности элементарной площадки dF’, 

определяемая в соответствии с Законом Стефана-

Больцмана. 

 
Рис.2.2.9.1. Теплообмен 
излучением между 
элементарными поверхностями 
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-  энергия, получаемая поверхностью от излучения 

окружающей среды, температура которой  Tc   известна,  

   - коэффициент лучистого теплообмена. При 

этом интегрирование выполняется для части поверхности видимой из рассматриваемой 

точки, т.е. при условии      cos  ’  > 0.  Коэффициент лучистого теплообмена  Kl 

определяет относительную часть полусферы,  просматриваемой из точки, закрытой 

другими облучающими поверхностями.  

Таким образом, условие лучистого теплообмена может рассматриваться как 

особый случай совокупности граничных условий второго и третьего рода, и может быть 

записано в  виде 

, 

где       – коэффициент теплообмена при излучении,   

где     qn –  интенсивность падающего лучистого теплового потока.  

 

2.2.9.3. Уравнение процесса теплопередачи относительно узловых неизвестных 
 

Математический аппарат МКЭ позволяет записать уравнение состояния 

идеализированной КЭ-модели относительно узловых неизвестных в виде  

               ,    (2.9) 

где     [C]  –  матрица теплоёмкости КЭ-модели;   

           [Kс]  –  матрица теплопроводности КЭ-модели;  

           {U}  –  вектор узловых тепловых нагрузок. 

В соответствии с основной процедурой метода, матрицы  [C] , [Kс]   и вектор {U}  

формируются путём суммирования матриц отдельных элементов. 

 
Матрицы элементов определяются следующими выражениями 

                (2.11) 

 - матрица теплоёмкости, 

                                 (2.12)  

   - суммарная матрица теплопроводности, 

                            (2.13)  

     - матрица теплопроводности, 

                                 (2.14)  

   - матрица теплообмена, 

                       (2.15)  
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   - матрица теплоотдачи излучением, 

                                 (2.16)  

 - суммарный вектор тепловых нагрузок, 

                               (2.17)  

 - вектор нагрузок от тепловыделения по объёму, 

                                           (2.18)  

 - вектор нагрузок от тепловыделения на поверхности, 

                                         (2.19)  

  - вектор нагрузок от теплообмена. 

                                         (2.20)  

  - вектор нагрузок от лучистого теплообмена. 

Для элементов из анизотропного или армированного материала вычисление 

матрицы коэффициентов теплопроводности выполняется в локальной системе координат, 

в которой матрица коэффициентов теплопроводности |c
(e)| имеет диагональный вид. 

Переход к глобальной системе координат выполняется с использованием матрицы 

направляющих косинусов  

     ,                                  (2.21) 

где 

             . 

 xx   ,yy   ,zz   - коэффициенты теплопроводности в направлении осей  ox , oy  и  oz  

локальной системы координат соответственно. 

Для ортотропного материала полагается   

      |c
(e)| = |0

(e)|                                             (2.22) 

и       xx  =yy = zz   . 

Подробно процедуры получения матриц конечных элементов рассмотрены в  /4/ и 

др. 

При учёте теплообмена излучением интенсивности тепловых потоков, в 

соответствии с общей идеологией метода необходимые для вычислений распределённые 

параметры определяются в виде узловых значений, или векторов узловых значений 

интенсивностей  

{qп}    -  суммарного лучистого теплового потока;  

{qп}      - падающего потока;  

{ qс} – потока излучения внешней среды;  

{ qотр} - отражённого потока;  

{ qэ }    - эффективного потока; 

{ qm } -   потока излучения от других рассматриваемых поверхностей, 

{ qиз}    - излучаемого потока. 
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–  суммарная интенсивность лучистого теплового потока,   

Вектор интенсивности падающего потока определяются в соответствии с 

выражением 

, 

где           - элемент вектора {qс}, 

      m -–  порядковый номер элемента вектора, 

                
)(m

lK  – коэффициент  лучистого теплообмена в точке m,  

                
)(m

s  – степень черноты тела в точке m,  

                 
)(m

сT  – температура  окружающей среды в точке m .  

Элементы вектора интенсивности отражённого потока определяются в 

соответствии с выражением  

 . 

Вектор интенсивности эффективного потока определяются в соответствии с 

выражением 

 
Вектор интенсивности потока излучения от других рассматриваемых поверхностей 

, 

где 

 -глобальная матрица лучистого теплообмена, 

- матрица лучистого теплообмена e – го КЭ, 

M – число узлов в модели, 

- матрица лучистого теплообмена e – го КЭ с 

узловой точкой m, 

mp – угол между вектором нормали к поверхности в точке m  и вектором, 

связывающим узел m с рассматриваемой точкой поверхности КЭ,      

pe –  угол между вектором нормали к поверхности КЭ  и вектором, связывающим 

узел m с рассматриваемой точкой поверхности КЭ, 

mer –  длина вектора, связывающего узел m с рассматриваемой точкой поверхности 

КЭ. 

Очевидно, что коэффициент лучистого теплообмена в точке m равен диагональному 

коэффициенту глобальной матрицы лучистого теплообмена. 

Далее вычисляются матрица теплоотдачи излучением и вектор тепловых нагрузок 

от излучения в соответствии с выражениями 2.15и 2.18 соответственно.  Интегрирование 

при вычислениях осуществляется численно.  

Матрица лучистого теплообмена вычисляется перед началом вычислений задачи 

теплопроводности. В качестве конечных элементов рассматриваются поверхности 

лучистого теплообмена. При её формировании учитываются связи только между теми 

точками, которые видимы одна из другой и не перекрываются другими поверхностями 
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лучистого теплообмена, т.е. учитывается затенённость. Для контроля правильности 

построения матрицы коэффициентов в программе имеется возможность её графического 

контроля путём отображения связей между теми узлами, для которых  вычислены 

коэффициенты   |Ll | .   

В общем случае построение конечного элемента сводится к определению процедур 

построения и размещения в общей модели рассмотренных матриц. Выделение отдельных 

компонентов матриц и векторов в данном случае продиктовано необходимостью 

формирования библиотеки элементов и граничных условий, компоненты которой при 

достаточности функций обеспечивают удобство формирования, контроля и коррекции 

данных. В этой ситуации конкретный элемент обычно описывает только часть 

рассмотренных общих свойств. Кроме того, граничные, с точки зрения физики процесса, 

условия, такие, как теплообмен с внешней средой, требуют формирования элементов 

матриц, т.е. выполнения действий, обычных для описания конечного элемента. Поэтому, 

особенностями алгоритма в данном случае является условное разделение элементов 

модели на непосредственно элементы и граничные условия. Здесь это разделение 

выполнено по физическим признакам.   

Уравнение (2.9), как и при решении задачи динамики, решается путём численного 

интегрирования по времени методом прямоугольников со сглаживанием. Результатом 

решения являются значения температур  в узлах в различные моменты времени. 

Решение уравнения (2.10) вследствие зависимости характеристик материалов от 

температуры выполняется итерационным путём. 

При решении данного класса задач в уравнениях учитываются только объёмные 

элементы, стержни, пластины, контактные точки и поверхности, редуцирование. 
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2.2.10. Связь задач расчёта деформаций и напряжений с задачами 
переноса тепла  

 

В качестве тепловых нагрузок в задачах расчёта напряжений и деформаций как при 

статических, так и при динамических нагрузках могут выступать заданные значения 

температур в узлах.  Эти значения указываются в исходных данных и используются как 

при решении задач механики, так и при решении задач переноса тепла.  

В программе реализована возможность использования результатов расчёта 

тепловых полей в качестве тепловых нагрузок при решении задач механики. При этом 

возможны два способа вычислений -  последовательный и параллельный. 

При последовательном способе сначала вычисляются температуры в узлах, а затем 

перемещения. Этот способ удобен для случаев, когда условия теплопередачи могут 

считаться независящими от параметров движения объёкта. 

При параллельном способе вычислений температуры вычисляются параллельно с 

вычислениями перемещений с учётом изменения геометрии модели и параметров её 

движения. Этот способ необходимо использовать в случаях, когда  условия теплопередачи 

зависят от параметров движения объекта. Примерами таких задач могут служить задачи с 

контактными взаимодействиями, с наличием теплообмена между рабочим телом гидро- 

или пневмопривода и стенками трубопроводов и др. 

Способ вычислений (последовательный или параллельный) указывается в 

атрибутах  задачи в разделе согласованности задач механики и теплопередачи.  

Информационная согласованность соответствует последовательному решению, при 

совместном решении следует указать, что решение выполняется параллельно. 

При наличии  в исходных данных заданных температур и при  отсутствии 

результатов расчёта тепловых полей, учитываются заданные температуры. 

Если в наборе данных имеются результаты расчёта тепловых полей, то заданные в 

исходных данных температуры игнорируются, а в качестве тепловых нагрузок 

принимаются узловые температуры, полученные в результате расчёта тепловых полей. 

При этом при решении задач расчёта перемещений, деформаций и напряжений при 

действии статических нагрузок  используются результаты решения задачи расчёта 

температур для стационарного процесса, а при решении задач динамики – для 

нестационарного. 

 

 

 

2.2.11. Особенности учёта температуры и переноса тепла в задачах 
одномерного течения жидкости 

 

При расчёте гидроприводов и систем распределения жидкости во многих случаях 

для получения достаточно точного решения требуется учёт изменения вязкости жидкости 

от температуры и, следовательно, учёт её температур. Здесь выделены два основных 

варианта решения: 

1. Приближённое решение без учёта теплообмена жидкости со стенками 

трубопроводов в процессе движения 

2. Решение с учётом процессов теплопереноса вследствие движения жидкости, 

тепловыделения вследствие потерь энергии на гидравлических сопротивлениях и  

теплообмена между жидкостью и стенками трубопровода / 20-22  , 43 /. 

Первый случай реализуется при решении задачи механики без предварительного 

расчёта параметров процесса теплопередачи при заданных температурах в узлах, или при 

последовательном решении задач теплопередачи и механики. При расчёте параметров 
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динамических переходных процессов принимается, что жидкость, перемещаясь по 

трубопроводам и разветвлениям, меняет свою температуру только от внешних 

воздействий – т.е. только в тех точках, где явно указаны температуры как внешние 

нагрузки. В остальных точках при движении жидкости значения температур 

перемещается вместе с движением жидкости. Такая постановка задачи допустима при 

рассмотрении быстро протекающих процессов, при которых можно пренебречь 

изменениями температуры жидкости в процессе движения. Например, из резервуара с 

заданной температурой  жидкость поступает в систему  трубопроводов с другими 

значениями температур жидкости. При этом  начальные температуры жидкости во всех 

точках известны. 

Второй случай реализуется при совместном решении задач теплопередачи и 

механики. При одномерном движении жидкости в трубопроводе теплоперенос 

определяется движением жидкости в трубопроводе 

,    

где   – теплопроводность жидкости, 

xV  – скорость жидкости в трубопроводе. 

Граничные условия на границе раздела потока жидкости и стенок трубопровода 

имеют вид 

  , 

где hk  - коэффициент теплопередачи при обмене тепла между жидкостью и 

стенками трубопровода.   

Кроме того, вследствие гидромеханических потерь  при движении жидкости имеет 

место тепловыделение по объёму  

 , 

где xk (Re)  - коэффициент тепловыделения от гидравлического трения, 

определяемый типом потерь (на местных сопротивлениях, потери по длине и др.).   

При теплообмене между  жидкостью и стенками трубопровода теплообмен 

рассматривается как конвективный с коэффициентом теплопередачи  hk , определяемым 

выражением 

Nu
e

hk


    , 

где e – характерный размер (для трубопровода круглого сечения e = D, где  D – 

диаметр канала). 



al
Nu  – критерий Нуссельта, 





c
a   - температуропроводность. 

Критерий Нуссельта определяется по эмпирическим формулам, приведенным 

ниже. Для этих формул область применения ограничивается значениями критерия 

Прандтля  Pr, определяемого выражением 

a


Pr ,                    где    динамический коэффициент .вязкости, 

Критерий Нуссельта определяется по эмпирическим формулам, область действия 

которых определяется значениями Pr . Для газов и неметаллических жидкостей Pr>0,5.  

Для  чистых металлических жидкостей обычно Pr<<1,0. 
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Для сред с числами  Pr<0,5  

, 

где  minNu - минимальное значение критерия Нуссельта, 

при    , 

 

при , 

 

Для сред с числами  0,5<Pr<5,0   Nu  определяется по  формуле Нуссельта-

Крауссольда  

, 

где     - коэффициент гидравлического трения. 

В интервале  5,0<=Pr<100,0  используется формула 

. 

При  Pr>=100,0   

   . 

Переход к уравнению относительно узловых неизвестных осуществляется 

рассмотренным ранее порядком – интегрированием уравнений по объёму элементов и 

включением полученных матриц в общее уравнение относительно узловых неизвестных. 

Этот подход требует совместного решения задач  механики и теплопроводности. 

Здесь описываются как элементы гидросхемы моделируемого объёкта, так и их модели в 

виде стержневых, пластинчатых, пространственных конечных элементов, описывающие 

его механические свойства. При этом описывается связь соответствующих узлов 

гидравлической и механической частей модели.модели. 
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2.2.12. Построение временных диаграмм 
 

Временная диаграмма - это значения времён появления динамических 

перемещений в узловых точках КЭ модели.  

В сущности, временные диаграммы представляют собой один из способов 

представления результатов решения задач динамики. Так, при моделировании 

распространения волн упругих деформаций, или акустических волн, временная диаграмма 

описывает положения фронта волны в различные моменты времени. В качестве примера 

такой временной диаграммы на Рис.2.2.12.1. представлена диаграмма появления 

динамических перемещений в двухслойной области, верхний слой которой состоит из 

воды, нижний – из стали. Возмущение задано в виде сосредоточенного усилия в левом 

нижнем углу. Очевидно, что диаграмма, расположенная в нижней части рисунка, отражает 

положения фронта волны в различные моменты времени, а расстояния между полосами 

пропорциональны скорости звука в среде. Расстояния между полосами численно равны 

длинам, которые проходит звук за отрезок времени, равный градации шкалы диаграммы.  

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

При решении задач динамики сложных механических систем временная диаграмма 

также может оказаться полезной, так как, по сути, будет отражать циклограмму работы 

механизма. 

В программе может быть построено три  вида временных диаграмм - динамическая, 

статическая и суммарная.  

Динамическая временная диаграмма строится по результатам решения задачи 

расчёта параметров динамических переходных процессов (п.2.2.2.). В этом случае времена 

появления динамических перемещений ti определяются, как моменты времени, в которые 

модуль перемещений превысит заданное пороговое значение. Пороговое значение 

задаётся относительной амплитудой  

Ai = Qi  / Qmax . 

Здесь:   Qi  -модуль перемещений в узле, соответствующий появления 

перемещений;  Qmax –максимальный модуль перемещений в узле на рассматриваемом 

интервале времени. Величина Ai  должна лежать в интервале от 0 до 1.0 , полагается 

постоянной для всей области и задаётся пользователем. При задании величины Ai    

близкой к 1.0  временная диаграмма отражает времена достижения максимальных по 

модулю перемещений в точках модели. При малых значениях Ai  временная диаграмма 

отражает время появления перемещений. Так, при моделировании распространения волн 

упругих деформаций, или акустических волн, временная диаграмма при малых значениях 

Ai описывает положения фронта волны в различные моменты времени. 

Рис. 2.2.12.1. Временная диаграмма 
распространения волн деформаций в 
области, состоящей из двух слоев. 
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Этот вид диаграммы можно построить по результатам решения любой задачи 

динамики. 

При решении задачи распространения акустических волн из мест расположения 

акустических датчиков алгоритм построения динамических временных диаграмм 

автоматически выполняет последовательное решение задач распространения волн 

деформации при возмущении в точках расположения датчиков. В качестве возмущения 

используется значение единичной скорости в направлении нормали к поверхности в точке 

расположения датчика.  Для каждой точки выполняется решение отдельной задачи и 

строится временная диаграмма. 

Статическая временная диаграмма отражает только процесс распространения 

акустических волн при возмущении в точке. При этом полагается, что скорость звука в 

материале Vs постоянна и для упругой среды равна скорости распространения продольных 

волн, определяемой выражением 

      , 

где   E ,    - модуль упругости и плотность материала соответственно,    - 

коэффициент Пуассона.  

Для жидкости Vs  в первом приближении определяется как  

      . где   Eж , ж   - модуль упругости и плотность жидкости 

соответственно. 

Для более точного построения статических диаграмм с использованием 

эмпирических данных о скорости звука её величина может быть введена непосредственно 

в исходных данных. 

Далее, полагается, что в каждом конечном элементе разность значений времени в 

узлах не может превышать времён, требуемых для прохождения звуковой волны между 

узлами элемента. 

На основании этих предположений составляется общее уравнение относительно 

узловых значений времени появления волны в узловых точках модели.  При этом 

полагается, что возмущение задано в одной узловой точке модели, в качестве которой 

используется точка расположения акустического датчика. Решение этого уравнения 

итерационным путём позволяет определить узловые значения времени появления волны. 

В качестве точек возмущения при реализации вычислений принимаются точки 

расположения акустических датчиков. Для каждого датчика строится своя диаграмма, и 

число диаграмм равно числу датчиков, описанных в модели.  

Суммарная временная диаграмма предназначена для отображения наиболее 

вероятного положения источника возмущения и строится по временным диаграммам 

точек расположения датчиков при известных задержках по времени поступления  сигнала 

t i. . При этом полагается, что время прихода волны из любой точки модели в точку 

размещения датчика равно времени прихода волны из точки размещения датчика в 

рассматриваемую точку.  

Источником сигнала могут служить дефекты, трещины и другие эмитенты, 

которые возможно идентифицировать.  

Величины задержек полагаются известными, и полученными из 

экспериментальных данных. 

Очевидно, что в идеальном случае, когда задержки определены точно, значения 

времён в диаграммах датчиков с учётом задержки для точки, соответствующей 

положению источника сигнала будут равны среднему значению, т.е. .  
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ti    =    tср    ,   где 

ti    =    ti0    + t i  – значение времени в диаграмме  датчика,  

ti0     – значение времени в исходной диаграмме  датчика, 

t i  – задержка по времени для i - го  датчика, 

 

  ,    где     i = 1, N ,     N  - число суммируемых диаграмм, 

Однако, в реальности времена задержек сигнала для датчиков определяются с 

некоторой погрешностью. Очевидно, что в этом случае, наиболее вероятным местом 

нахождения источника возмущения будет область минимальных значений tс  - 

суммарной невязки, определяемой выражением  

. 
Для удобства отображения диаграмма нормируется и инвертируется, т.е. области 

минимальных значений tс отображаются цветом, соответствующим максимуму 

отображаемой величины. 

Построение суммарной диаграммы выполняется в процессе отображения 

результатов расчёта. При этом значения временных задержек датчиков вводятся 

непосредственно пользователем и могут изменяться. 

На рис.2.2.12.2 - 2.2.12.4. представлены примеры отображения суммарных 

временных диаграмм для моделей из стержневых, объёмных элементов, а также из 

пластин. В представленных примерах заданы нулевые временные задержки для всех 

датчиков, поэтому наиболее вероятным местом нахождения источника сигнала в них 

будут являться равноудалённые от мест расположения датчиков точки. 

 

 
Рис.2.2.12.2. Суммарная временная диаграмма стержневой 

модели. 
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Рис.2.2.12.3. Суммарная временная диаграмма объёмной 

модели.  
 

 

 

 

 

 
Рис.2.2.12.4. Суммарная временная диаграмма плоской 

пластины. 
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2.3. Свойства материала 
 
Рассматриваются изотропный,  анизотропный и ортотропный материалы. Модель 

может состоять из частей, материалы которых имеют различные свойства. 

 

2.3.1. Изотропный материал  
  

Для изотропного материала рассматриваются как линейный, так и нелинейный 

случаи. Механические свойства описываются следующими  характеристиками:

   -плотность,  кг/куб.м; 

E   -модуль упругости, МПа;

   -коэффициент Пуассона; 

G   -модуль сдвига, МПа;

   -коэффициент линейного расширения материала, 1 / град;

   -коэффициент теплопроводности, вт/м град; 

c   - удельная теплоёмкость, дж/кг град. 

Свойства материала в общем случае полагаются зависящими от температуры и 

деформации, а характеристики  нелинейными. 

В общем случае зависимость между напряжениями и деформациями  () 

может иметь нелинейный вид. Если функция  () задана в описании свойств 

материала, то при расчётах динамики при больших перемещениях или статических 

расчётах для нагрузок изменяющихся во времени свойства материала считаются 

нелинейными, и  рассматривается поведение материала  за пределом упругости. В этом 

случае последняя точка диаграммы считается точкой разрушения материала по причине 

исчерпания способности к деформированию.  

При отсутствии зависимости напряжений от деформаций в описании материала его 

поведение считается упругим. 

Коэффициент линейного расширения материала может зависеть от температуры T, 

т.е.   =  (T). 

Теплопроводность и теплоёмкость могут зависеть от температуры, т. е. в общем 

случае     = (T)        и  с  = с(T) ,  где  T  - температура в рассматриваемой точке элемента. 

Модуль упругости, также может зависеть от температуры, и в этом случае текущее 

значение модуля упругости ET определяется элемента Te выражением  

  ,             где 

KE(T) – заданная функция,  

E  - заданное для нормальной температуры значение модуля упругости. 

Аналогичным образом  описывается зависимость величин напряжений, 

определяемых  по кривой деформирования в упруго-пластической области от 

температуры   

,  

где () – функция зависимости напряжений от деформаций в упруго-

пластической области, заданная для нормальной температуры. 

Все функции задаются таблично в виде пар значений аргумента и функции в 

порядке возрастания аргумента. 

При циклическом нагружении учитывается эффект Баушингера – снижение 

предела текучести при перемене знака нагружения. Полагается, что циклическое 

упрочнение отсутствует, а предел текучести при изменении знака нагрузки определяется 

выражением 
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,
 

 -  предел текучести при перемене знака нагружения
 

  - предел текучести материала,
 

- максимальное напряжение, достигнутое при положительном нагружении.
 

При этом диаграмма растяжения сжатия при перемене знака нагружения остаётся 

подобной исходной диаграмме. 
 Иллюстрация этих допущений графически представлена на рис.2.3.1. 

 

 

Рис.2.3.1. Диаграмма деформирования материала при знакопеременном 

нагружении.
 

 

Возможен учёт свойств ползучести материала. Под ползучестью понимается 

свойство накопления деформаций под действием напряжений с течением времени.  

При этом напряжения могут быть ниже предела текучести. Скорость накопления  

деформаций является функцией времени, напряжений и температуры. 

Свойства ползучести задаются кривыми ползучести - функциями зависимости 

деформаций образца от времени при заданных температурах и напряжениях Считается, 

что накопление деформаций происходит в соответствии с теорией течения, также, как и 

при пластическом деформировании. Задача расчёта деформаций и напряжений с учётом 

ползучести решается интегрированием уравнений равновесия во времени (см.  Расчёт 

)(

Т

Т

мах
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перемещений при статических нагрузках изменяющихся во времени, или  Динамический 

анализ).  

Реализованы три модели поведения материала. В первой, простейшей, в качестве 

аргумента определения скорости деформаций ползучести выступает время. Во второй - 

скорость деформации определяется по величине накопленной деформации, т. е. При 

постоянной нагрузке обе модели дают практически одинаковый результат. Различие 

проявляется при изменении нагрузки и проиллюстрировано на рис. 2.3.2.  

Так, при изменении напряжения для первой модели переход будет осуществляться 

из точки А в точку С, а для второй - из точки А в точку В.  

Третья модель отличается от второй только тем, что в качестве аргумента 

выступает не накопленная, а полная деформация, т.е. 

В соответствии с этим должны быть заданы и кривые ползучести. 

 
 

 

 

Рис.2.3.2. Модели учёта ползучести материала..
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2.3.2. Анизотропный материал  
  

Анизотропный материал рассматриваются как линейно-упругий. 

Механические свойства описываются следующими  характеристиками:

   -плотность,  кг/куб.м; 

|D|   -матрица связи напряжений и деформаций в выражении 

{|D| {,    где  

{xx   ,yy   ,zz   ,xy   ,xz   , yz- вектор напряжений в  материале, 

{xx   ,yy   ,zz   ,xy   ,xz   , yz - вектор деформаций. 

Матрица |D| полагается симметричной и для её описания вводятся только элементы 

верхнего треугольника по строкам. Значения элементов матрицы |D| задаются в  МПа. 

Для описания тепловых свойств задаются:

xx , yy , zz ,-коэффициенты линейного расширения материала в направлении осей 

ox, oy  и oz  соответственно, 1 / град;

 xx ,  yy ,  zz , -коэффициенты теплопроводности в направлении осей ox, oy  и oz  

соответственно, вт/м град; 

c   - удельная теплоёмкость, дж/кг град. 

 

2.3.3. Ортотропный материал  
  

Ортотропный материал рассматриваются как линейно-упругий. 

Механические свойства описываются следующими  характеристиками: 

 -плотность,  кг/куб.м; 

Exx , Eyy , Ezz  -модули упругости материала в направлении осей ox, oy  и oz  

соответственно,, МПа;

xy ,   xz ,   yz ,  -коэффициенты Пуассона; 

Gxx ,  Gyy  ,  Gzz      -модули сдвига, МПа. 

При этом полагается, что связь деформаций и напряжений в материале 

определяется следующими выражениями: 

   . 

При этом выполняются соотношения: 

. 

Для описания тепловых свойств задаются:

xx , yy , zz ,-коэффициенты линейного расширения материала в направлении осей 

ox, oy  и oz  соответственно, 1 / град;

 xx ,  yy ,  zz , -коэффициенты теплопроводности в направлении осей ox, oy  и oz  

соответственно, вт/м град; 

c   - удельная теплоёмкость, дж/кг град. 
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2.3.4. Жидкость  
  

Жидкость рассматриваются как сжимаемая, линейно-упругая среда, оказывающая 

упругое сопротивление оказывает только изменению объёма и вязкое сопротивление 

изменению формы.  

Механические свойства жидкости описываются следующими  характеристиками

 плотность,  кг/куб.м ; 

Eж – объёмный  модуль упругости, МПа ;

динамический коэффициент .вязкости, Па  с ;

    коэффициент линейного расширения материала, 1 / град;

   коэффициент теплопроводности, вт/м град; 

c   удельная теплоёмкость, дж/кг град. 

Возможные области использования в модели: 

- упругая среда (материал) объёмных элементов; 

- рабочее тело гидропривода 

- полости стержней (вычисляются внутренние давления и присоединённые 

массы); 

- окружающая среда для и поверхностей взаимодействия со средой(в этом 

случае вычисляются давления, Архимедова сила, присоединённые массы и 

гидромеханческие силы сопротивления движению). 

При последних двух вариантах использования полагается, что ось OZ ГСК 

направлена вертикально вверх, и указывается, также, Z-координата поверхности. 

 

 

2.3.5. Газ.  
 

 

Рассматриваются идеальные и реальные газы.  

Приведенные далее уравнения состояния подробно рассмотрены в работах /  ,   ,   и 

др./. 

 

 

2.3.5.1. Свойства газа.  
 

Свойства газа задаются для исходного состояния, в котором давления и 

температуры могут отличаться от нормальных условий. 

Свойства газа описываются следующими характеристиками:

0 плотность, при нормальных условиях (0о С, 0.981МПа ), кг/м.куб ; 

R газовая постоянная, Дж/кг град.;

динамический коэффициент .вязкости, Па  с ; 

nпоказатель адиабаты ; 

Po давление в исходном состоянии, МПа ; 

To температура в исходном состоянии, о С ; 

Pкр критическое давление, МПа; 

Tкр  критическая температура, о С ; 

Тип используемого уравнения состояния: 

-идеальный газ; 

-уравнение Ван-дер-Ваальса; 

-уравнение Абеля; 
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-уравнение Редлиха-Квонга.; 

Возможные области использования в модели: 

- рабочее тело для пневмопривода; 

-  полости стержней (вычисляются внутренние давления и присоединённые 

массы); 

- среда, взаимодействующая со стержнями и поверхностями (вычисляются 

наружные давления и аэродинамические силы сопротивления движению). 

Если в модели присутствуют элементы с различными исходными состояниями 

одного газа, то перечисленные параметрами задаются отдельно для каждой группы 

элементов с одинаковыми параметрами. 

 

 

2.3.5.2. Идеальный газ.  
 

Состояние идеального газа описывается уравнением Клапейрона-Менделеева 

 
RTPw ,                    (2.3.5.1) 

где    



1
w  - удельный объём,

и  T плотность и температура газа. 

 

 

2.3.5.3. Реальный газ.  
 

В уравнении состояния реального газа, в общем случае, учитывается конечность 

объёма молекул и их взаимодействие на расстоянии, в результате чего уравнение 

состояния приобретает вид:  

,                    (2.3.5.2) 

где     а   и   b   - константы, определяемые по значениям критических параметров 

газа. 

 

2.3.5.4. Уравнение Ван-дер-Ваальса.  
 

Уравнение Ван-дер-Ваальса имеет вид (2.3.5.2), в котором  
 

,                                      (2.3.5.3) 

где    Tкр ,  Pкр критические температура  и давление газа. 

 

 

2.3.5.5. Уравнение Абеля.  
 

В уравнении Абеля учитывается только конечность объёма молекул, в результате 

чего уравнение (2.3.5.2) приобретает вид:  
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,  

а    b  определяется выражением (2.3.5.3). 

 

 

2.3.5.6. Уравнение Редлиха-Квонга.  
 

Уравнение Редлиха-Квонга имеет вид (2.3.5.2), в котором константы а   и   b   

определяются  выражениями 

                                        

     

       (2.3.5.3) 

 

 

 

где    Tкр ,  Pкр критические температура  и давление газа. 
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2.3.6. Сыпучие среды и грунты  

 

При моделировании поведения сыпучих сред и грунтов используются следующие 

гипотезы и допущения: 

 гипотеза сплошности; 

 грунт считается идеальным материалом, который ведёт себя как линейно-

упругий материал до некоторого напряженного состояния, при котором 

начинается скольжение, рассматривающееся как пластическое течение; 

 касательное напряжение, вызывающее скольжение, зависит от сцепления, 

являющегося характеристикой среды,  и нормального давления на 

поверхности скольжения. 

В программе реализованы и могут быть использованы две гипотезы поведения 

материала, наиболее распространённые настоящее время: 

 гипотеза Кулона-Мора; 

 гипотеза Друккера-Праггера.  

Основное отличие гипотез друг от друга сосоит в критериях перехода материала в 

состояние текучести.  

Подробно гипотезы рассмотрены в /44-46/ и др. Ниже приведены основные 

зависимости, использованные в  алгоритмах программы.  

 

2.3.6.1. Гипотеза Мора-Кулона 
 

Обобщенное правило Кулона –Мора может быть записано в следующем виде 

 

, 

где  
  - касательное напряжение на рассматриваемой площадке, 

 с – сцепление, или удельное сцепление, 
  - угол внутреннего трения, 
  - нормальное напряжение. 

Величины    с   и     являются характеристиками среды. 

По гипотезе Кулона-мора переход в состояние течения, или сдвиг среды наступает 

в случае, когда в рассматриваемой точке касательное напряжение достигает определённой 

величины, определяемой давлением и характеристиками среды.  При этом, состояние, 

когда касательные напряжения превышают определяемые выражением величины 

считается нереализуемым. 

Графически гипотеза Кулона –Мора представлена на р ис.2.3.6.1. 
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Рис.2.3.6.1.Графическое представление  гипотезы Кулона –Мора. 
I – область устойчивого состояния. 
 

Из приведенного выше выражения  видно, что гипотеза предполагает возможность 

сохранения упруго состояния среды при некоторых положительных нормальных 

напряжениях (отрицательных давлениях).   

Обобщением гипотезы Мора—Кулона  является условие текучести  

  ,  где   и   k — положительные константы для каждой точки 

материала; 

 - сумма главных напряжений (первый 

инвариант девиатора напряжений):  

 - второй 

инвариант девиатора напряжений:  

Компоненты девиатора напряжений определяются выражением 

,  

где ij  — символ Кронекера, равный нулю при ji     и  единице при ji  . 

 

Или, переходя к главным напряжениям можно записать  

31                  и             . 
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2.3.6.2. Гипотеза Друккера-Прагера 
 

 

Условие Мора — Кулона  не исключает возможности существования умеренной 

величины растяжения. Если предполагается, что грунт не может выдерживать растяжения 

абсолютно, условие текучести изменяется таким образом, чтобы оно учитывало эту 

особенность. Эта гипотеза является основной для критерия Друккера-Прагера, 

определяемого выражением: 

 

. 

Графически гипотеза Друккера-Прагера представлена на рис.2.3.6.2. 

 

 

 
 
 

Рис.2.3.6.2.Графическое 
представление  гипотезы 
Друккера–Прагера. I – область 
устойчивого состояния. 

 
 
 
 
 

 

 

 

2.3.6.3. Параметры состояния грунта 
 

В состояние грунта характеризуется следующими параметрами: 

1. Компоненты напряжений {s}  = {sxx   , syy   , szz   , txy   , txz   ,  tyz}  в глобальной 

и локальной системах координат элемента. 

2. Компоненты деформаций {e}  = {exx   , eyy   , ezz   , gxy   , gxz   ,  gyz} в 

глобальной и локальной системах координат элемента. 

3. Эквивалентные напряжения (интенсивность напряжений, главные 

напряжения, средние напряжения).  

4. Критерий Мизеса-Шлейхера – отношение интенсивности напряжений к 

среднему напряжению. 

5. Критерий устойчивости грунта Sgr – отношение действительного значения 

критерия перехода в состояние течения к предельному  

   . 

Очевидно, что величина критерия в устойчивом состоянии должна быть меньше 

единицы. 



 

 

58 

 

2.4. Поглощение энергии  
 

В программе реализованы следующие способы учёта потерь энергии при 

динамических процессах.  

Коэффициенты демпфирования   и , обобщённо характеризующие внешние 

и внутренние потери энергии соответственно.  При задании величин этих коэффициентов 

в уравнение равновесия включается матрица демпфирования  C, определяемая 

выражением 

  C = M  +   K  . 

При расчёте параметров переходных процессов  задаются конкретные значения 

коэффициентов    и    . 

При расчёте амплитуд вынужденных колебаний коэффициенты поглощения 

энергии могут быть представлены в виде функций частоты вынуждающей силы и 

определяются выражениями

  =0 +  1 wf  +   2wf
2 

 и

= 0 +   1wf  +   2 wf
2 . 

Коэффициенты  i    и    I  ( i = 0, 1, 2) задаются в исходных данных. 
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2.5. Методы решения системы линейных алгебраических уравнений 
 

В программе реализованы возможности использования следующих методов 

решения систем линейных алгебраических уравнений: 

 Прямой метод;  

 модифицированный метод сопряжённых градиентов (МСГ). 

 комбинированный метод.  

Прямой метод может реализовываться на основе прямого метода перенумерации и 

с использованием метода Катхилла-Маки. При этом в качестве аппаратных средств могут 

использоваться одноядерные, многоядерные процессоры, а также ресурсы видеокарт. 

Программа обеспечивает эффективное распараллеливание вычислений.  

Метод решения выбирается в зависимости от конфигурации оборудования и 

особенностей задачи. Так, прямой метод требует в несколько раз меньше оперативной 

памяти и обеспечивает меньшие временные затраты на решение задач, а также 

возможность использования жёсткого диска. Метод Катхилла-Маки обеспечивает 

эффективное использование ресурсов видеокарт (GPU), но задача может решаться только 

в оперативной памяти. В таблице  2.4.1 представлены результаты решения тестовых задач, 

представленных на рис.2.4.1, из которых видно, что наиболее эффективно задачи 

решаются с использованием ресурсов видеокарт, при этом хорошие результаты 

получаются для моделей вытянутой формы. При использовании процессоров эффективнее 

прямой метод. 

Метод решения указывается пользователем  в записи с атрибутами решения задач.  

В таблице 2.4.1 приведено сравнение требуемых ресурсов для различных задач, 

соответствующие  модели  для которых представлены на рис.2.4.1. Расчёты выполнены на 

4-х ядерном процессоре Intel  3,5 Ггц   и видеокарте Nvidia geforce gtx-480. 
 

Таблица 2.4.1  

Требуемые ресурсы для решения тестовых задач 

 

 

№ 

п/п 

Наименование 

задачи 
Число  

узлов/ 

неизвестных 

Время приведения к тр. виду/ 

общее время  решения 

Требуемый объём памяти (К)/ 

число подматриц 

Прямой Катхилл-

Маки 

GPU Прямой Катхилл-Маки,  

GPU 

1 Куб 31х31х31 

(задача Буссинеска) 

29971 

89913 

 

41,36 

44,19 

125,97 

128,95 

11,79 

14,96 

771840 

9880455 

2238800 

28656988 

2 Пластина 151х301 45451 

272706 

12,64 

16,13 

36,13 

43,15 

8,96 

16,44 

558880 

7153925 

2510400 

32133246 

3 Корпус реактора 32405 

97215 

18,88 

21,41 

53,26 

55,52 

7,32 

9,16 

507120 

6491677 

1498160 

19177002 

4 Фланцевое 

соединение 

67248 

201744 

287,88 

292,14 

1742,3 

1752,4 

270,41 

1556,13 

2589680 

33148389 

10839700 

138750189 
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Рис.2.4.1.    Тестовые задачи. 
а - куб 31х31х31 (задача Буссинеска), 
б - Пластина 151х301 узлов, 
в - корпус реактора, 
г - фланцевое соединение. 

 

МСГ может быть эффективным для больших и (или) многосвязных задач. Для 

иллюстрации на рис.2.4.2. представлены изображения моделей, а в таблице 2.4.2. времена 

и требуемые объёмы оперативной памяти. Из представленных данных видно, что для 

моделей вытянутой формы, позволяющей эффективно перенумеровать узлы, прямой 

метод оказывается предпочтительнее. Во втором случае модифицированный метод 

сопряжённых градиентов эффективнее. Однако этот метод иногда медленно сходится, 

особенно для систем, имеющим в узлах степени свободы с угловыми перемещениями. Для 

уравнения теплопередачи МСГ исключительно устойчив, поэтому в программе 

используется по умолчанию. При необходимости использования прямых методов это 

необходимо указать в атрибутах задачи. 
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Таблица 2.4.2  

Требуемые ресурсы для решения тестовых задач 

 

 
 

 

 

 
 

Рис. 2.4.2. Затраты времени на решение задач. 
Тестовые задачи: а – элемент арматуры, б – крышка резервуара, в – куб, 

нагруженный температурными нагрузками, г - фланцевое соединение. 

№ 

п/п 

Наименование задачи Число 

неизвестных 

Общее время  

решения, с 

Требуемый объём 

памяти, К 

Прямой МСГ Прямой МСГ 

1 Элемент 

арматуры 

Теплопроводность 21233 3,931 0,328 9731 44 

Линейная статика 63666 42.332 c 12.942 c 395440 12000 

2 Крышка 

резервуара 

Теплопроводность 24102 8.751 0.561 1100 48 

Линейная статика 72306 14.692 24.625 236160 20640 

3 Куб 40х40х40  

 

Теплопроводность 68921 91,37 1.285 2399 140 

Линейная статика 206763 593,75 8.478 2525840 71840 

4 Фланцевое 

соединение 

Теплопроводность 67248 38.392 0.858 2285 136 

Линейная статика 201744 274,67 3.510 2589920 69200 
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Комбинированный метод (КМ)  представляет собой комбинацию метода Гаусса и 

МСГ. Здесь предварительно исключаются строки уравнения, замедляющие сходимость 

МСГ. Установлено, что такими строками являются строки, соответствующие 

малосвязным узлам, податливым частям модели, а также, часто, строки узлов с шестью 

степенями свободы. Для метода необходимо каким-либо образом указать узлы, 

подлежащие предварительному исключению. Здесь возможны два способа – задать 

параметр исключения (задаётся в атрибутах) или указать эти узлы непосредственно 

(указывается специальной командой редактора). 

 Параметр исключения, это число, которое при значении 6 интерпретируется,  как 

требование исключения всех строк, соответствующих узлам с угловыми перемещениями. 

При значениях до 30 но не равном 6 - как связность исключаемых узлов. 

Под связностью понимается число узлов, с которыми связан узел через смежные 

элементы. На рисунке 2.4.3а показан фрагмент регулярной сетки пластин, из которого 

видно, что связность такого узла равна 9. Таким образом, связность слоя объёмных КЭ 

будет равна  18, двух слоёв объёмных элементов – в средних узлах 27, а в крайних – 18. 

Эти особенности позволяют выделить малосвязные узлы регулярных сеток на основе 

анализа топологии, при указании соответствующего параметра исключения. 
 

 
Рис. 2.4.3. Связность узлов регулярных сеток: 

а – пластины, б – один слой объёмных элементов, в - два слоя 
объёмных элементов. 
 

Значения параметра исключения выше 30 интерпретируются как число строк, 

которые, начиная с первой,  просто исключается. 

В таблице 2.4.3.  приведены результаты, полученные различными методами для 

стержневой системы, представленной на рисунке 2.4.4. В этой системе каждый стержень 

разбит на 5 элементов по длине. 

Именно эти узлы, имея связность 3, замедляют сходимость метода сопряжённых 

градиентов. Видно, что при использовании КМ с параметром исключения 3 резко 

уменьшается число итераций и время решения. 

Далее представлены ещё несколько примеров, и иллюстрирующих особенности 

использования метода.  

На рис.2.47а представлена модель сосуда с толстыми днищами и тонкими 

стенками. Стенки разбиты по толщине на 2 элемента, и здесь возможно их выделение при 

указании параметра исключения равном 28. В таблице 2.4.6 представлены сравнительные 

результаты решения задачи. 
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Таблица 2.4.3  

Требуемые ресурсы для решения задачи расчёта стержневой системы  

№ 

п/п 

Метод 

решения 

Время решения, с Требуемый 

объём 

памяти, 

Мб 

Число 

итера-

ций 

Значение 

параметра 

исключения 

Число  

исключа-

емых строк 
Общее  Системы 

ЛАУ 

1 Гаусса 0,65 0,63 8,7 - - 8748 

2 МСГ 5,68 5,6 3,3 8980 - 0 

3 КМ 0,39 0,37 3,5 380 3 8080 

0,44 0,40 3,8 1420 6 8110 

0,21 0,19 131 380 12 8694 

 

Таблица 2.4.4  

 Требуемые ресурсы для решения задачи расчёта модели из объёмных КЭ и пластин 

№ 

п/п 

Метод 

решения 

Время решения, с Требуемый 

объём 

памяти, 

Мб 

Число 

итера-

ций 

Значение 

параметра 

исключения 

Число 

исключа-

емых строк 
Общее  Системы 

ЛАУ 

1 Гаусса 56,72 55,57 1647 - - 39679 

2 МСГ 8,44 7,847 39 1740 - 0 

3 КМ 2,53 1,39 90 380 10 9800 

3,45 2,28 115 380 6 9984 

3,63 2,44 131 380 12 10148 

18,74 17,57 161 2100 10000 10000 

 

 

Таблица 2.4.5  

 Требуемые ресурсы для решения задачи расчёта модели кронштейна 

№ 

п/п 

Метод 

решения 

Время решения, с Требуемый 

объём 

памяти, 

Мб 

Число 

итера-

ций 

Значение 

параметра 

исключения 

Число 

исключа-

емых строк 
Общее  Системы 

ЛАУ 

1 Гаусса 81,82 80,17 1647 - - 98784 

2 МСГ 65,57 64,97 87 6380 - - 

3 КМ 34,70 33,90 482 2880 10 78170 

72,77 70,84 732 4540 50000 50000 
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Рис.2.4.4. Стержневая модель. 

4374 узлов, 5045 стержневых элементов. 
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Рис 2.4.5. Куб на коробе. 
34687 узлов, 27000 объёмных элементов,4896 пластин.  

 

  
 

Рис 2.4.6. Кронштейн 
52914 узлов, 161 стержень, 6388 объёмных элементов, 47108 пластин. 
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Таблица 2.4.6  

 Требуемые ресурсы для решения задачи расчёта модели сосуда 

№ 

п/п 

Метод 

решения 

Время решения, с 

 

Требуемый 

объём 

памяти, 

Мб 

Число 

итераций 

Значение 

параметра 

исключения 

Число 

исключа-

емых 

строк 
Общее Системы 

ЛАУ 

1 Гаусс 38,2 37,5 1094 - - 39025 

2 МСГ 24,6 23,9 48,6 5400 - - 

3 КМ 3,84 3,1 131,1 700 29 10103 

 
 
 
 
 

 
 
 

Рис 2.4.7. Сосуд 
39025 узлов, 33280 объёмных элементов. 

 
 
 

В тех случаях, когда не представляется возможным выделить податливые узлы из 

анализа топологии, их можно указать непосредственно. На рис.2.4.8а представлена модель 

резервуара с толстыми днищами и тонкими стенками. При этом очевидно, что податливые 

стенки будут замедлять сходимость МСГ. При этом стенки разбиты на 4 элемента, что не 

даёт возможность топологического их выделения для исключения. В этом случае 

целесообразно выделить узлы, соответствующие тонким стенка (рис.2.4.8б), и указать их 

как исключаемые. В таблице 2.4.6 представлены результаты решения задачи прямым 

методом, МСГ и КМ при непосредственном выделении узлов. Этот способ целесообразно 

использовать и для моделей из тетраэдров, где топологический анализ практически 

невозможен.  
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Таблица 2.4.7  

 Требуемые ресурсы для решения задачи расчёта модели резервуара 

№ 

п/п 

Метод 

решения 

Время решения, с 

 

Требуемый 

объём 

памяти, 

Мб 

Число 

итераций 

Число 

исключа-

емых 

строк 
Общее Системы 

ЛАУ 

1 Гаусс 38,2 36,7 987 - 40500 

2 МСГ 28,2 27,1 57,9 4840 - 

3 КМ 11,9 10,8 432,6 1200 19110 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис 2.4.8. Резервуар 
а – общий вид модели, б -   выделение узлов, подлежащих исключению. 

40500 узлов, 45064 объёмных элемента. 
 
 

Простое указание числа исключаемых узлов приводит к незначительному 

сокращению времени счёта и требуемого объёма оперативной памяти. Так, для последней 

задачи при указании числа исключаемых строк 35000 получено время счёта 35,6 с и 

требуемый объём памяти – 829 Мб. 
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3. Библиотека элементов  

 

В данном разделе кратко описаны конечные элементы, реализованные в программе.    

Теоретические вопросы построения математических моделей элементов и способы 

задания граничных условий достаточно подробно изложены в работах / 1 - 7, 21 и др/. 

Следует иметь ввиду, что в описываемой программе перемещения всех 

перечисленных далее пространственных элементов при решении задачи расчета 

динамических переходных процессов и статических при изменяющихся во времени 

параметрах могут рассматриваться как сумма больших кинематических перемещений и  

деформаций /21/. 

Для элементов, параметрами состояния которых являются компоненты 

напряжений, в качестве эквивалентных напряжений могут быть вычислены и выведены: 

 - главные напряжения       и    , 

         

 

- интенсивность напряжений,  

 

 

-наибольшие касательные напряжения, 

 

 

   
- разности главных напряжений 

 

 

3.1. Объемные конечные элементы  
Состояние конечного элемента как участка сплошной среды описывается 

компонентами тензора напряжений на оси локальной xx  ,yy   ,zz   ,xy   ,xz   , yz и 

глобальной XX   ,YY   ,ZZ   ,XY   ,XZ   , YZ систем координат. Требуемые для 

вывода величины указываются пользователем.  

Вычисление напряжений осуществляется в глобальной и локальной системах   

координат. Локальная система координат используется для армированных элементов при 

ориентации арматуры в локальной системе координат, или для частных (например, 

симметричных относительно осей) задач. Напряжения в арматуре определяются в 

локальной системе координат элемента. 

Для вычисления матриц жесткости и инерции элементов данной группы 

необходимо задать механические свойства материала, а для решения задач 

распространения тепла – его теплоёмкость и теплопроводность.  

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента.  

Для армированных элементов состояние наполнителя описывается как сплошной 

среды, а состояние арматуры в соответствие с заданным способом ориентации может 

описываться нормальными напряжениями в проекциях на оси глобальной или локальной 

систем координат (A)XX ,YY ,ZZ и   (a)xx ,yy ,zzсоответственно ).  

Особенностью реализации элементов этой группы в описываемой программе 

является возможность жесткой связи с элементами, имеющими по шесть степеней 
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свободы в узле, а также задания жесткого закрепления в узле. В этих случаях для элемента 

выполняется переход в узле от трех к шести степеням свободы путем замены 

(подстановки) перемещений. В узлах элемента также в качестве нагрузок могут быть 

приложены моменты, а в качестве кинематических граничных условий угловые 

перемещения. Простейший пример, иллюстрирующий это свойство, представлен на 

рис.3.1.1., где к кубику из объемных элементов присоединена балка. К концу балки 

приложена поперечная сила , а кубик жестко закреплен в двух точках, т.е. в них 

запрещены перемещения и углы поворота во всех направлениях. Такая задача при данной 

реализации элемента может быть решена (Рис. 3.1.2б). При этом следует иметь ввиду, что 

с элементами, имеющими по три степени свободы в узле элемент связывается шарнирно. 

 
Рис. 3.1.1. К вопросу об особенностях соединения объемного конечного 
элемента с элементами других типов: а - расчетная схема;  б -
деформационные перемещения; 1-нагружающая сила; 2-балка; 3-кубик из 
объемных элементов; 4-жестко закрепленные точки; 5-деформированное 
состояние. 
 
Объёмные элементы, состоящие из жидкости, сопротивляются только изменению 

объёма (сжатию), и их напряжённое состояние описывается внутренним давлением 

P  =  Eж o  , 

где 

  Eж  - объёмный модуль упругости жидкости,

o  - относительное изменение объёма в рассматриваемой точке. 

При отображении напряжений в элементе в графическом режиме грани элементов 

делятся на области, в которых отображаемые напряжения находятся в определенных 

интервалах, и окрашиваются соответствующим  уровню напряжений цветом.  
 
 

3.1.1. Объёмный восьмиузловой элемент  
 

Для моделирования элементов конструкций, испытывающих объемное 

напряженно-деформированное состояние и (или) участвующих в процессах 

распространения тепла в программе реализован объемный КЭ с восьмью узлами-гексаэдр 

(рис. 3.1.1а), который, при необходимости, может вырождаться в элементы с меньшим 

числом узлов (рис.3.1.1.б-г.).  
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Рис.3.1.2. Объемный конечный элемент: а - элемент и его локальная 

система  координат;  б, в, г -вырожденные элементы. 
 

Элемент имеет линейные функции формы и три степени свободы в каждом узле в 

виде проекций перемещений узлов на оси системы координат. Подробно рассмотрен в /1, 

4, 7, 19 и др./.   КЭ данного типа описывается номерами узловых точек, в порядке их 

локальной нумерации - i, j, k, l, m, n, o, p. 

Начало локальной системы координат лежит в центре (на пересечении диагоналей) 

грани mnop, ось ox проходит через центр грани ijkl, а центр грани  jnok лежит в плоскости  

xoy.  

Рис. 3.1.2. иллюстрирует, также, графическое изображение элемента программой.  

 

3.1.2. Объёмный двадцатиузловой элемент  
 

Для моделирования элементов конструкций, испытывающих объемное 

напряженно-деформированное состояние и (или) участвующих в процессах 

распространения тепла в программе реализован объемный КЭ с двадцатью узлами-

гексаэдр (рис. 3.1.3а), который, при необходимости, может вырождаться в элементы с 

меньшим числом узлов (рис.3.1.3.б-в.).  

 

 
Рис.3.1.3. Объемный двадцатиузловой конечный элемент: а - элемент и его 

локальная система    координат;  б, в, г -вырожденные элементы. 
 

Элемент имеет квадратичные функции формы и три степени свободы в каждом 

узле в виде проекций перемещений узлов на оси системы координат. Подробно 

рассмотрен в /1, 4, 7, 19 и др./.   КЭ данного типа описывается номерами узловых точек, в 
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порядке их локальной нумерации, показанной на рисунке. Рис. 3.1.3. иллюстрирует, 

также, графическое изображение элемента программой.  

Начало локальной системы координат лежит в центре грани, ограниченной узлами 

с 13 по 20, ось ox проходит через центр грани,  ограниченной узлами с 1 по 8, а центр 

грани,  ограниченной узлами  1-10-14-15-16-11-5-4,лежит в плоскости  xoy.  

Способ отображения ЛСК КЭ представлен на рис. 3.1.4. 

 
Рис. 3.1.4.Ориентация и отображение локальной системы координат КЭ. 
 
 

3.1.3. Виртуальные свойства объёмных элементов 

3.1.3.1. Согласование сеток  
 

Объёмные элементы, объединённые в запись, можно стыковать по рёбрам  и 

граням, не заботясь о совпадении узлов.  

Проверка на захват узлов рёбрам и гранями выполняется только для узлов 

элементов, объединённых в запись. 

На рисунке представлена модель пластины с отверстием (Задача Кирша), 

построенная с использованием согласования сетки (а). 

Модель позволяет получить хорошее приближение картины распределения 

напряжений (б).  

Для захваченных узлов выполняется редуцирование, т.е. наложение 

кинематической связи между редуцируемыми узлами (1) и узлами, определяющими 

перемещения редуцирующей поверхности (2).  Контролируемая область представляет 

собой гексаэдр (линейный или криволинейный) высотой h, т.е. редуцируются узлы, 

находящиеся на расстоянии ближе 0.005L, где L-средняя длина ребра элемента. 
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Рис. 3.1.5. Модель пластины с отверстием, построенная с использованием 

согласования сеток. 
 

В большинстве случаев использование согласования сетки позволяет получить 

лучшие приближения, чем простое сгущение сетки, особенно, если при этом приходится 

использовать вырожденные элементы (призмы, пирамиды и тетраэдры). 

 Согласование сетки можно отключить (включить) удалением (установкой) 

соответствующего флажка в панели установки параметров, или указанием требуемого 

режима в записи атрибутов. При этом, режим, указанный в атрибутах, считается 

приоритетным. 

 

 3.1.3.2. Захват узлов  
 

Задание свойства захвата узлов осуществляется введением записи с указанием 

специальных свойств перед записью с описанием элементов. В этой записи указываются 

свойства захвата и область её действия - только для следующей записи с описанием 
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элементов или для всех следующих записей или до отмены (указывается в такой же 

записи). 

Захват выполняется для узлов, находящихся в контролируемой элементом области 

и предполагает наложение кинематической связи между захваченными узлами и узлами 

элемента.  

Полагается, что перемещения в захваченном узле определяются перемещениями 

узлов элемента и его функциями формы. 

 Это свойство позволяет располагать связываемые элементом узлы в соответствии с 

их геометрическим положением. Область захвата представляют собой объём элемента. 

Эта возможность, в наиболее часто встречающемся случае армирования элементов, Эта 

возможность, в наиболее часто встречающемся случае армирования элементов, позволяет 

избежать необходимости согласования сеток арматуры и наполнителя.  

На рисунке 3.1.6. (поз. а и б) представлена модель армированной двумя стержнями 

балки из 3D8 элементов. Видно, что узлы стержней и объёмных элементов не соединены. 

На поз. в представлена модель контейнера из армированного материала. В этой модели 

арматура и корпус создаются независимо, и для элементов, моделирующих корпус, 

задаётся свойство захвата узлов. 

Рис. 3.1.6. Захват узлов. а - модель армированной балки, б - нормальные 
напряжения в стержнях вдоль оси, в - модель контейнера из армированного 

материала. 
 
 

 

3.1.3.3. Контактные свойства   
 

Задание контактных свойств осуществляется введением записи с указанием 

специальных свойств перед записью с описанием элементов. В этой записи указываются 

свойства контактных свойств элемента и область её действия - только для следующей 

записи с описанием элементов или для всех следующих записей или до отмены 

(указывается в такой же записи). 

При задании контактных свойств возможны следующие случаи:  

1. Контакт проходит посередине элементов по нормали к указываемой оси 

локальной системы координат элемента. 
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2. Контакт проходит по свободным поверхностям элементов, описываемых в 

обрабатываемой записи, с узлами других элементов, описанных в других записях. 

Здесь возможны следующие случаи: 

1. Жёсткая связь, когда перемещения захваченного узла подчиняются уравнению 

связи по всем направлениям. 

2. Нормальный относительный контакт. В этом случае упругая связь накладывается 

только на нормальные к свободной поверхности элемента перемещения. Зазор 

между захваченным узлом и поверхностью в исходном положении считается 

равным нулю.  

3. Нормальный геометрический контакт. В этом случае упругая связь также 

накладывается только на нормальные к свободной поверхности элемента 

перемещения. В отличие от предыдущего случая зазор между захваченным узлом 

и поверхностью определяется по его реальному положению.  

Для этих случаев задаются область контроля - максимальное расстояние от 

поверхности, на котором захватываются узлы и коэффициент трения. 

Жёсткая связь накладывается по нормали к поверхности, а связь перемещений в 

плоскости пластины считается упругой. При этом жёсткость определяется таким образом, 

чтобы выполнялось соотношение между нормальной реакцией в контакте и силой трения. 

Задача становится, в этом случае, нелинейной. 



75 

 

 

3.2. Пластины и оболочки  
 

Общим признаком элементов данной группы является малая величина одного из 

размеров (толщины) по сравнению с остальными. Для этих элементов принимается 

гипотеза о линейном изменении перемещений по его толщине. 

Состояние элемента характеризуется напряжениями

xx ,yy,xy,xx
(и)

 ,yy
(и), xy

(и)
 ,  где xx ,yy,xy  -нормальные и касательные 

напряжения от деформации растяжения-сжатия в плоскости пластины, ,

xx
(и)

 ,yy
(и), xy

(и)
   -нормальные и касательные напряжения от изгиба в проекциях на 

оси локальной системы координат элемента. 

При вычислении эквивалентных напряжений нормальные напряжения на 

поверхности пластины суммируются. 

При рассмотрении изгибных деформаций полагается, что серединная поверхность 

пластины лежит в плоскости xoy локальной системы координат элемента. 

Углы поворота xи yв любой точке пластины связаны с прогибом   

соотношениями 

            . 

В качестве обобщённых деформаций  выступают изменения 

кривизны и кручение, связанные с прогибом соотношениями 

. 

В качестве обобщённых напряжений выступают распределённые изгибающие и 

крутящие моменты  

, 

которые связаны с обобщёнными деформациями соотношением 

, 

где 

, 

h  -  толщина пластины, E - модуль упругости материала,   - коэффициент 

Пуассона.  

В этом случае нормальные напряжения на поверхности пластины от изгиба xx
(и)

   и  

yy
(и)    определяются выражениями 

      и                 соответственно. 

Аналогично             . 

При рассмотрении деформаций в плоскости пластины деформации определяются 

выражениями 
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, 

, 

где   ux    и     ux  - перемещения в направлении осей ox  и   oy  локальной системы 

координат  в рассматриваемой точке элемента. 

Связь напряжений и деформаций в этом случае имеет вид 
 

 , 

где   

, 

 

 
 

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента. 

В программе предусмотрены возможности отображения осей локальных систем 

координат элементов (ось ox красным цветом, а ось oy синим цветом ), а также команды 

их поворота с целью согласования направлений осей смежных элементов.  Это 

целесообразно сделать, если представляют интерес компоненты напряженного состояния, 

так как при совпадении осей локальных систем координат смежных элементов отдельные 

компоненты напряжений (нормальные напряжения от  растяжения сжатия и др.) легче 

анализировать.  

В связи с тем, что пластины в пространстве могут ориентироваться произвольным 

образом, компоненты напряжений определяются в локальной системе координат.  

При отображении напряжений в элементе в графическом режиме элемент делится 

на области, в которых отображаемые напряжения находятся в определенных интервалах, 

и окрашиваются соответствующим уровню напряжений цветом. Возможно, также, 

построение эпюр. 

 

 
3.2.1. Четырёхузловая пластина  
 

Элемент пластины связывает четыре узла и имеет в общем случае форму 

произвольного четырехугольника (рис.3.2.1а). При необходимости элемент может 

вырождаться в треугольник (рис. 3.2.1б).  

Элемент имеет шесть степеней свободы в каждом узле в виде проекций 

перемещения и углов поворота на оси системы координат.  
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Рис. 3.2.1.Элемент плоской четырёхузловой пластины: а-элемент и его 

локальная система координат; б-вырожденный элемент. 
 

Толщина элемента может быть постоянной или линейно изменяться от узла к узлу. 

В последнем случае толщины задаются в узлах. 

Срединная поверхность, используемая для геометрических построений, делит 

толщину элемента пополам. 

Локальная система координат элемента xoyz ориентирована следующим образом: 

-начало (точка o’ ) расположено в центре элемента, координаты которого 

определяются как среднее арифметическое координат узлов; 

-ось  ox  параллельна прямой, проходящей через середины сторон ij  и kl; 

-плоскость xoy параллельна прямой, проходящей через середины сторон  jk   и  il. 

Полагается, что напряжённо-деформированное состояние элемента удовлетворяет 

следующим допущениям: 

-элемент испытывает плоское напряжённое состояние, т.е.  zz  0; 

-элемент испытывает плоское напряженное состояние в плоскости пластины и 

изгиб;  

-деформации считаются малыми; 

-напряжения и деформации в плоскости пластины и вызываемые изгибом взаимно 

независимы, т.е. применим принцип суперпозиции. 

 (рис 3.2.1а).    

Для описания элемента необходимо указать номера его узлов i, j, k, l, толщину и 

механические свойства материала. 

Кроме того, для пластин может задаваться свойство захвата узлов- возможность 

наложения кинематической связи на узлы, находящиеся в контролируемой области 

элемента. Контролируемой областью элемента является его объём, определяемый 

периметром и толщиной. Это свойство рассмотрено, также, в п.3.24. Перемещения узлов, 

попавших в контролируемую область, определяются по перемещениям узловых точек 

элемента в соответствии с выражением 

{q(i)}=|N(s)|{q(e)}, 

где 

{q(i)} – вектор перемещений i – го контролируемого узла, 

 |N(s)| - матрица функций формы элемента в точке, соответствующей 

захваченному узлу,     

{q(e)} – вектор узловых перемещений элемента. 
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Рис. 3.2.2. Соединение пластин с использованием свойств захвата. а-

модель, б и в – напряжения в модели при различных вариантах разбиения. 
Это свойство позволяет стыковать элементы не в узлах, а в точках, 

соответствующих их геометрическому положению. На рис.3.2.2 представлен пример 

соединения пластин с использованием свойств захвата. Свойство захвата указывается в 

записи, расположенной перед описанием пластин. 

 

 

3.2.2. Восьмиузловая пластина  
 

Элемент пластины связывает восемь узлов и имеет в общем случае форму 

произвольного четырехугольника с криволинейными сторонами (рис.3.2.3а). При 

необходимости элемент может вырождаться в элемент с меньшим числом узлов (рис. 

3.2.3б,в).  

Элемент имеет шесть степеней свободы в каждом узле в виде проекций 

перемещения и углов поворота на оси системы координат.  

 
Рис. 3.2.3.Элемент восьмиузловой пластины: а-элемент и его локальная 

система координат; б-вырожденный элемент. 
 

Толщина элемента может быть постоянной или линейно изменяться от узла к узлу. 

В последнем случае толщины задаются в узлах. 

Срединная поверхность, используемая для геометрических построений, делит 

толщину элемента пополам. 

Локальная система координат элемента xoyz ориентирована следующим образом: 

-начало (точка o) расположено в центре элемента, координаты которого 

определяются как среднее арифметическое координат узлов; 

-ось  ox  параллельна прямой, проходящей через середины сторон ij  и kl; 

-плоскость xoy параллельна прямой, проходящей через середины сторон  jk   и  il. 
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Рис. 3.2.4.Ориентация и отображение локальной системы координат 
восьмиузловой пластины. 

 
Полагается, что напряжённо-деформированное состояние элемента удовлетворяет 

следующим допущениям: 

-элемент испытывает плоское напряжённое состояние, т.е.  zz  0; 

-элемент испытывает плоское напряженное состояние в плоскости пластины и 

изгиб;  

-деформации считаются малыми; 

-напряжения и деформации в плоскости пластины и вызываемые изгибом взаимно 

независимы, т.е. применим принцип суперпозиции. 

 (рис 3.2.4а).    

Для описания элемента необходимо указать номера его узлов i, j, k, l, толщину и 

механические свойства материала. 

Кроме того, как и в предыдущем случае, для элементов может задаваться свойство 

захвата узлов- возможность наложения кинематической связи на узлы, находящиеся в 

контролируемой области элемента. Контролируемой областью элемента является его 

объём, определяемый периметром и толщиной. Это свойство рассмотрено, также, в п.3.24. 

Перемещения узлов, попавших в контролируемую область, определяются по 

перемещениям узловых точек элемента в соответствии с выражениями, приведенными в 

предыдущем подразделе для четырёхугольной пластины. 

{q(i)}=|N(s)|{q(e)}, 

где 

{q(i)} – вектор перемещений i – го контролируемого узла, 

 |N(s)| - матрица функций формы элемента в точке, соответствующей 

захваченному узлу,     

{q(e)} – вектор узловых перемещений элемента. 
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3.2.3. Четырёхузловая оболочка  
 

Элемент оболочки, также, как и элемент пластины, связывает четыре узла и имеет в 

общем случае форму произвольного четырехугольника (рис.3.2.1а). При необходимости 

элемент может вырождаться в треугольник (рис. 3.2.1б).  

Элемент имеет шесть степеней свободы в каждом узле в виде проекций 

перемещения и углов поворота на оси системы координат.  

Толщина элемента постоянна. 

Срединная поверхность, используемая для геометрических построений, делит 

толщину элемента пополам. 

Полагается, что напряжённо-деформированное состояние элемента удовлетворяет 

следующим допущениям: 

-форма элемента и положение срединной поверхности, ориентирующей 

направления осей систем координат ориентации напряжений, определяется как 

суперпозиция исходного положения, перемещений и деформаций элемента; 

-в каждой точке элемент испытывает плоское напряженное состояние в плоскости 

касательной к срединной поверхности и изгиб;  

-элемент испытывает плоское напряжённое состояние, т.е.  zz  0; 

-в любой точке элемента напряжения и деформации в плоскости, касательной к 

срединной поверхности и вызываемые изгибом взаимно независимы, т.е. применим 

принцип суперпозиции. 

-деформации считаются малыми; 

Схема определения геометрических параметров элемента представлена на 

рис.3.2.5. 

Локальная система координат элемента x’o’y’z’ ориентирована следующим 

образом: 

-начало (точка o’ ) расположено в центре элемента, координаты которого 

определяются как среднее арифметическое текущих координат узлов; 

-ось  o’x’  параллельна прямой, проходящей через середины сторон ij  и kl ; 

-плоскость x’o’y’ параллельна прямой, проходящей через середины сторон  jk   и  il; 

Координаты любого узла элемента  mx


 ,  m=1,2,3,4; определяются как сумма 

координат узла в исходном положении 
0

mx


  и вектора перемещений узла mq


, т.е. 

  . 

Локальные координаты произвольной точки срединной поверхности элемента 

определяются выражением  

  , 

где  
)(x

mN -матрица функций формы при поступательных перемещениях,  
)( f

mN -матрица функций формы при угловых перемещениях, 

m


 - вектор угловых перемещений в узле. 

В качестве функций формы использованы функции Эрмита. 

Направляющие косинусы локальных систем координат в произвольной точке 

элемента определяются путём дифференцирования функций координат срединной 

поверхности. 
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Рис. 3.2.5.Элемент оболочки. 

 
Таким образом, при использовании данного элемента необходим учёт 

геометрической нелинейности и  

Состояние элемента характеризуется напряжениями

xx ,yy,xy,xx
(и)

 ,yy
(и), xy

(и)
 ,  

 где xx ,yy,xy  -нормальные и касательные напряжения от деформации растяжения-

сжатия в в локальной системе координат, направления которой определяются в узлах 

элемента,

xx
(и)

 ,yy
(и), xy

(и)
   -нормальные и касательные напряжения от изгиба в проекциях на 

оси локальной системы координат элемента. 

При вычислении эквивалентных напряжений нормальные напряжения на 

поверхности оболочки суммируются. 

При рассмотрении изгибных деформаций полагается, что серединная поверхность 

пластины лежит в плоскости xoy локальной системы координат элемента. 

Углы поворота xи yв любой точке оболочки связаны с прогибом   

соотношениями 

               . 

В качестве обобщённых деформаций         
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 выступают изменения кривизны и кручение, связанные с прогибом 

соотношениями 

 . 

В качестве обобщённых напряжений выступают  распределённые изгибающие и 

крутящие моменты  

 , 

которые связаны с обобщёнными деформациями соотношением 

 , 

где 

 , 

h  -  толщина оболочки, E - модуль упругости материала,   - коэффициент 

Пуассона.  

В этом случае нормальные напряжения на поверхности пластины от изгиба  xx
(и)

   и  

yy
(и)    определяются выражениями 

      и                 соответственно. 

Аналогично             . 

При рассмотрении деформаций в плоскости оболочки деформации определяются 

выражениями 

, 

, 

где   ux    и     ux  - перемещения в направлении осей ox  и   oy  локальной системы 

координат  в рассматриваемой точке элемента. 

Связь напряжений и деформаций в этом случае имеет вид 

 , 

где   

, 

 

 
 



83 

 

 

При отображении напряжений в элементе в графическом режиме  элемент делится 

на области, в которых отображаемые напряжения находятся в определенных интервалах, 

и окрашиваются соответствующим  уровню напряжений цветом. 

В связи с тем, что оболочки в пространстве могут ориентироваться произвольным 

образом, компоненты напряжений  определяются  в локальной системе координат xoyz  в 

узловых точках(рис 3.2.5).   В программе предусмотрены возможности отображения осей 

локальных систем координат элементов (ось ox красным цветом, а ось oy синим цветом ), 

а также команды их поворота с целью согласования направлений осей смежных 

элементов.  Это целесообразно сделать, если представляют интерес компоненты 

напряженного состояния, так как при совпадении осей локальных систем координат 

смежных элементов отдельные компоненты напряжений (нормальные напряжения от  

растяжения сжатия и др.) легче анализировать.  

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента. 

Для описания элемента необходимо указать номера его узлов i, j, k, l, толщину и 

механические свойства материала. 
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3.2.4. Оболочки со специальными свойствами. Сетка.  
 

Элемент предназначен для приближённого моделирования свойств элементов 

конструкций, представляющих собой сетки или полотна, связанные с каркасом из 

стержней, которые могут сопротивляться только растяжению и иметь предварительное 

натяжение.  Элемент, связывает четыре узла и имеет в общем случае форму 

произвольного четырехугольника. При необходимости элемент может вырождаться в 

треугольник. Элемент имеет три степени свободы в каждом узле в виде проекций 

перемещения на оси системы координат.  

Локальная система координат ориентируется , также как и у ранее рассмотренных 

элементов поверхности (см. п.3.2.1, рис 3.2.6).  

Элемент характеризуется массой, приходящейся на единицу поверхности (s, 

кг/кв.м), погонными жёсткостями в направлении осей ox   и oy локальной системы 

координат (Kx   и   Ky соответственно, Н/м), коэффициентом связи деформаций kxy, 

предварительным натяжением в направлении осей ЛСК (Px  и Py  соответственно, Н/м). 

Погонные жёсткости Kx   и   Ky  в общем случае определяются экспериментально, 

так как зависят от особенностей конструкции моделируемого элемента.  

Коэффициент связи деформаций Kxy в сущности является аналогом коэффициента 

Пуассона, и, в общем случае, также подлежит экспериментальному определению. В 

простейших случаях, когда сетка состоит из несвязанных между собой  лучей (Рис. 3.2.6) 

Kxy  можно определит по формуле 

Kxy = dx/dy=tg 

где  угол наклона сетки к оси ox ЛСК. 

 

 
 

Рис. 3.2.6. Элемент пластины со специальным свойствами. 
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Рис. 3.2.7.Определение коэффициента связи деформаций. 

 

Толщина элемента не влияет на величины реакций элемента. Однако, если условно 

задать её равной площади элементов конструкции приходящейся на единицу длины ребра, 

то при выводе результатов в виде напряжений получатся реальные значения. Т.е. толщину 

элемента h целесообразно определять по формуле 

h = s/hs  , 

где   s - площадь элемента конструкции сетки, hs - шаг сетки. 

Для описания элемента необходимо перед описанием пластин или оболочек, 

описывающих топологию элемента, вставить запись со специальными свойствами 

пластин. Отображение элемента представлено на рис. Рис. 3.2.7.  

 
Рис. 3.2.8.Отображение элемента сетки.  

а - линейный элемент, б - криволинейный элемент 
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3.2.5. Восьмиузловая линейная пластина  
 

Элемент пластины связывает восемь узлов и имеет в общем случае форму 

произвольного восьмиугольника (рис.3.2.9а). При необходимости элемент может 

вырождаться в элемент с меньшим числом узлов (рис. 3.2.9б,в).  Свойства элемента 

аналогичны свойствам восьмиузловой пластины, описанной в п.3.2.2. Отличие 

заключается в том, что стороны элемента аппроксимируются отрезками прямых. Наличие 

такого элемента позволяет упростить моделирование элементов конструкций, 

описываемых контуром в виде ломаной линии (кницы и др.).    

 
Рис. 3.2.9.Элемент линейной восьмиузловой пластины: а-элемент и его 

локальная система координат; б, в- вырожденный элемент. 
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3.2.6. Виртуальные свойства пластин 
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3.3. Стержневые элементы 
 

3.3.1. Общие сведения 
 

Все рассмотренные далее стержневые элементы имеют постоянное по длине 

сечение.  В узлах, имеющих шесть степеней свободы, нейтральная линия может быть, при 

необходимости, смещена относительно узла, т.е. возможно задание эксцентриситетов.  

Реализовано два способа задания жёсткости: 

-традиционный, по геометрическим характеристикам сечения; 

-с заданием приведенных жёсткостей. 

Для традиционного способа задания существует библиотека типовых сечений, 

возможность задания конкретных значений и вычисления геометрических характеристик 

сечения по объёмной модели стержня.. 

При задании приведенных жёсткостей, в качестве параметров задаются величины 

усилий по осям локальной системы координат элемента, которые необходимо приложить 

к узлу j стержня для единичного смещения в соответствующем направлении, при жёстком 

закреплении в узле i . В узле  j при этом какие либо кинематические ограничения 

отсутствуют, т.е. стержень закреплён консольно. 

Для элементов с поперечным сечением в виде трубы реализована возможность 

учёта внутреннего и наружного давлений, а также массы жидкости, находящейся внутри 

стержня. 

Для стержней, находящихся в жидкой среде, реализован учёт выталкивающей силы 

(архимедова сила) и сил сопротивления движению в задачах динамики. 

Стержневые элементы могут обладать следующими виртуальными свойствами: 

 Захват узлов- возможность наложения кинематической связи на узлы, 

находящиеся в контролируемой области элемента. Контролируемой областью 

элемента является объём цилиндра, определяемый нейтральной линией стержня 

и максимальным радиусом точек сечения Rmax. Это свойство рассмотрено в 

п.3.24. 

 Виртуальность точек стержня. При указании этого свойства точки стержня 

захватываться -рёбрами и гранями других элементов, находящихся ближе 

0.1Rmax. 

 Точка стержня по умолчанию считается виртуальной, если не связана с другими 

элементами. 

Эти свойства указываются в параметрах элемента.  

 

 

3.3.2. Прямолинейный стержень 
 
 
В программе реализованы следующие типы прямолинейных стержневых 

элементов: 

-прямолинейный пространственный брус с двенадцатью степенями свободы 

(рис.3.3.1а), испытывающий деформации растяжения-сжатия    и изгиба в двух 

плоскостях, а также кручения. 

- прямолинейный пространственный  брус с  девятью  степенями свободы  

(рис.3.3.1.б), испытывающий  деформации  растяжения-сжатия   и изгиба  в  двух   

плоскостях  (от  предыдущего  отличается шарнирным соединением  с другими 

элементами в одном из узлов); 
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- прямолинейный стержень, испытывающий деформации растяжения-сжатия  

(рис.3.3.1в ). 

В последнем случае полагается, что стержень шарнирно соединён  с другими 

элементами в обоих узлах. 

Для ориентации  рассматриваемых элементов  в пространстве введены 

вспомогательная - x’o’y’z’ и локальная xoyz  системы координат элемента (рис. 3.3.2а.).  

Начало локальной системы координат  расположено  в точке пересечения 

нейтральной линии стержня с перпендикулярным ей сечением в котором, также, лежит 

узел i,  ось оx  совпадает с нейтральной линией стержня и направлена от узла i к узлу j, 

оси oy и oz совпадают с главными осями инерции сечения стержня. Начало 

вспомогательной системы координат расположено в узле i , ось o’x’ проходит через узел j, 

а для ориентации осей o’y’  и o’z’  реализованы два способа: по двум и по трем узлам (рис. 

3.3.3. а и б соответственно). При ориентации по двум узлам полагается, что ось o’y’ всегда 

параллельна плоскости XOY (на рис. 3.33а. отображен случай, когда узел i лежит в 

плоскости  XOY и ось o’y’ также находится в этой плоскости), а оси o’x’  OZ  и o’z’  лежат 

в одной плоскости. При ориентации по трем узлам полагается, что  ось o’y’  лежит в 

плоскости, проходящей через узлы  i, j, k ( рис. 3.3.3б) . 

 

 
 

Рис. 3.3.1. Стержневые элементы: а и б - элементы типа брус с 12-ю и 9-ю 
степенями свободы соответственно; в - стержень, испытывающий только 

деформации растяжения-сжатия. 
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Рис. 3.3.2. Элементы типа брус: а - вспомогательная и локальная системы 
координат элемента; б - вариант соединения элементов, когда необходимо задать 

смещения опасных сечений от узловых точек. 
 

Локальная система координат может иметь смещения точек, ориентирующих ось 

ox в узлах по осям вспомогательной системы координат, которые задаются значениями 

эксцентриситетов - Eyi, Ezi, Eyj, Ezj (рис. 3.3.2а). Эксцентриситеты могут задаваться только 

в узлах, имеющих шесть степеней свободы.  Для шарнирных узлов они равны нулю. 

Кроме того, для КЭ можно задать расстояния от узловых точек до сечений, в 

которых определяются напряжения.  Это целесообразно делать в тех случаях, когда 

реальное  сечение стержня находится на значительном расстоянии от узловой точки 

схемы. Пример такой ситуации представлен на рис. 3.3.2б. Напряжения от растяжения-

сжатия и изгиба определяются в локальной системе координат стержня в точках сечения, 

указанных как опасные при задании геометрических характеристик сечения.  

Оси oy и  oz  могут быть повернуты относительно осей  o’y’ и  o’z’ на угол    f , 

именуемый в программе углом поворота сечения . 

В достаточно широко распространенном частном случае, когда эксцентриситеты и 

угол поворота сечения равны нулю, оси локальной и вспомогательной систем координат  

совпадают. 

 

 
Рис. 3.3.3. Ориентация вспомогательной системы координат: а - по двум 

узлам;  б - по трем узлам. 
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В программе реализовано несколько видов изображения рассматриваемых 

элементов на графических схемах. В простейшем случае элементы изображаются 

отрезками прямых с окружностями в точках расположения узлов (рис. 3.3.4.а). При 

ориентации по трем узлам в режиме отображения локальной системы координат 

изображение дополняется отрезком желтого цвета, соединяющего третий узел и точку на 

линии, изображающей стержень, находящуюся на расстоянии 1/3 длины от точки i (рис. 

3.3.4б.).   

 
Рис. 3.3.4. Изображение стержневых элементов программой на графических 

схемах: а  - простейшее изображение стержневого элемента, ориентируемого по 
двум узлам; б - отображение осей локальной систем координат  элемента и 
третьего узла для элемента, ориентируемого по трем узлам;  в -  отображение 
формы сечения и осей локальной системы координат;  г - объемное изображение 
стержня. 

 

 

 

С целью визуального контроля правильности указания углов поворота сечений и 

эксцентриситетов предусмотрена возможность отображения направлений осей oy (синим 

цветом ) и oz (зеленым цветом ) посередине элемента (рис. 3.3.4в),  формы сечения 

элемента (рис. 3.3.4г),  и объемного изображения  элемента с учетом формы его сечения 

(рис. 3.3.4в). Требуемый способ изображения элементов указывается пользователем при 

работе с программой.  Следует иметь ввиду, что изображение данного элемента всегда 

прозрачно.  Пример использования вариантов изображения элемента в модели 

конструкции, состоящей  из пластин и стержней, расположенных с эксцентриситетом 

(подребрённая оболочка ) представлен на рис. 3.3.5. 
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Рис. 3.3.5. Изображение стержневых элементов в модели, состоящей из 
стержней и пластин: а - простейшее изображение при непрозрачных пластинах;   б 
-  отображение локальных систем координат  элементов  и сечений стержней в 
прозрачной модели; в, г и д - объемное изображение стержней в прозрачных и 
непрозрачных моделях. 
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Входные данные: 

При непосредственном описании для каждого элемента задаются следующие 

данные: 

1. Номера узлов i , j , k .  При ориентации по двум узлам  и k = i. 

2. Способы соединения с другими элементами в узлах i и j ( жесткое или 

шарнирное). 

3. Эксцентриситеты (Eyi, Ezi, Eyj, Ezj ). 

4. Угол поворота сечения  f  . 

5. Расстояния от узлов до опасных сечений (Exi, Exj ). 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

Геометрические характеристики сечения указываются в соответствующих записях, 

располагаемых перед описанием элементов. В качестве геометрических характеристик 

сечения выступают  его площадь F, моменты инерции относительно осей осей oy  и oz ( Jyy   

и   Jzz   соответственно) , момент  сопротивления  кручению Jk, а также таблица, 

содержащая x- y-  координаты опасных точек и коэффициенты напряжений  для 

вычисления проекций касательных напряжений от перерезывающих сил и крутящего 

момента на оси локальной системы координат элемента. 

Кроме того, если характеристики сечения стержня при определении масс или 

взаимодействия с жидкостью отличаются от характеристик, используемых при 

определении жёсткости (наличие покрытия, полостей в сечении), а также при 

необходимости описания ветровой нагрузки, действующей на стержень, в набор данных 

перед описанием элементов необходимо поместить запись с дополнительными 

характеристиками сечения стержня.  

При необходимости учёта взаимодействия стержня с жидкостью в наборе данных 

должна находиться запись с описанием  параметров поверхности жидкости. 

Для учёта ветровых нагрузок в наборе данных должна находиться запись с 

описанием  проекций скорости ветра на оси глобальной системы координат. 

 

Выходные данные: 

В элементе определяются напряженияx
xx ,y

xx ,z
xx ,и

xy,и
xz ,к

xy,к
xz ,  где:

xxxpx F -  нормальное напряжение от растягивающей силы px , действующей 

вдоль оси ox;

yxx my z m Jyy -  нормальное напряжение от изгибающего момента my, 

действующего вокруг оси oy , 

zm - z - координата  m - й опасной точки;

zxxmz ym Jyy - нормальное напряжение от изгибающего момента mz, 

действующего вокруг оси oz , 

ym -y - координата  m - й опасной точки;

и
xypy pym -  касательное напряжение от перерезывающей силыpy , 

действующего вдоль оси oy , pym - коэффициент касательных напряжений от 

перерезывающей силыpy   для m - й опасной точки;

и
xzpz pzm -  касательное напряжение от перерезывающей силыpz  , 

действующего вдоль оси oz , pzm - коэффициент касательных напряжений от 

перерезывающей силыpz   для  m - й опасной точки;

к
xymx mym и к

xzmx mzm -  проекции касательного напряжения от крутящего 

момента mx , на оси oy и oz соответственно , mym и mzm - коэффициенты касательных 

напряжений кручения   для  m - й опасной точки; 

m =1,2,3,...N,  N - число опасных точек , заданных для сечения. 
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Для элемента вычисляются и выводятся амплитудные значения нормальных 

напряжения от растяжения сжатия, нормальные и касательные напряжения от изгиба в 

плоскостях xoy и xoz, касательные напряжения от кручения к   ,  а также интенсивность 

напряжений. Напряжения вычисляются в локальной системе координат по силовым 

факторам и характеристикам сечения.  Выводятся амплитудные значения напряжений, 

определяемые путем последовательных вычислений  для всех опасных точек двух 

сечений, расположенных на заданных расстояниях от узлов i и  j.  

При графическом отображении напряжений изображение элемента окрашивается 

одним цветом, соответствующим максимальному (или минимальному, если он больше по 

амплитуде) уровню напряжений в его точках.  

Кроме напряжений программа обеспечивает вычисление и вывод силовых 

факторов (растягивающей силы px , перерезывающих сил py и pz,изгибающих моментов 

my и my в узлах i  и j, а также крутящего момента mx в локальной системе координат )  в 

табличном виде.  

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента. 
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3.3.3. Криволинейный стержень 
 

В программе реализованы следующие типы  криволинейных стержневых 

элементов: 

- криволинейный пространственный брус с восемнадцатью степенями свободы 

(рис.3.3.6а), испытывающий деформации растяжения-сжатия    и изгиба в двух 

плоскостях, а также кручения. 

- криволинейный пространственный  брус с  пятнадцатью  степенями свободы  

(рис.3.3.6.б), испытывающий  деформации  растяжения-сжатия   и изгиба  в  двух   

плоскостях  (от  предыдущего  отличается шарнирным закреплением одного из узлов); 

- криволинейный брус, шарнирно связываемый с другими элементами в крайних 

узлах  имеюший, соответственно,   двенадцать степеней свободы  (рис.3.3.6в ). 

Для  рассматриваемых элементов полагается, что все узлы элемента лежат в одной 

плоскости на дуге окружности радиуса r с центром в точке c (рис. 3.3.7). При этом узлы i и 

j расположены по концам стержня, а узел k – посередине элемента.  

Для ориентации сечений рассматриваемых элементов  в пространстве введены 

вспомогательная - x’o’y’z’ и локальная xoyz  системы координат элемента.  

Начало вспомогательной системы координат o’ расположено в рассматриваемом 

сечении стержня на дуге окружности, проходящей через узлы i,  k и j. Ось o’ x’ 

направлена по касательной к дуге окружности. Ось o’ y’ направлена по радиусу, т.е. лежит 

на прямой, проходящей через точки c  и  o’. 

 

 

 
 

Рис. 3.3.6. Криволинейные стержневые элементы: а - элемент с 18-ю 
степенями свободы; б - элемент с 15-ю степенями свободы; в - элемент с 12-ю 

степенями свободы 
 

Начало локальной системы координат  расположено  на нейтральной линии 

сечения стержня в плоскости  o’ y’ z’ . При этом оси  o’x’  и  ox  параллельны.   В общем 

случае, начало локальной системы координат смещено относительно начала 

вспомогательной системы координат в направлении осей o’y’ и o’z’ на заданные величины  

эксцентриситетов (Ey и Ez  соответственно). Оси oy и  oz  могут быть повернуты 

относительно осей  o’y’ и  o’z’ на угол    f , именуемый в программе углом поворота 

сечения. В широко распространенном частном случае, когда эксцентриситеты и угол 

поворота сечения равны нулю, оси локальной и вспомогательной систем координат  

совпадают. 
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Вспомогательная система координат элемента x’o’y’z’ ориентируется по трём 

узлам. Начало лежит в узле i ,  ось  o’x’ лежит  в плоскости, проходящей через узлы i ,  j  и 

l .   Если ориентирующий узел  l  не задан,  то полагается, что l = k.  

 При этом полагается, что эксцентриситеты линейно изменяются от узла i  к узлу  j, 

в которых они заданы в качестве исходных данных. Эксцентриситеты могут задаваться 

только в узлах, имеющих шесть степеней свободы.  Для шарнирных узлов они равны 

нулю. 

Кроме того, для КЭ можно задать расстояния от узловых точек до сечений, в 

которых определяются напряжения.  Это целесообразно делать в тех случаях, когда 

реальное  сечение стержня находится на значительном расстоянии от узловой точки 

схемы. Пример такой ситуации представлен на рис. 3.3.2б. Все составляющие напряжений 

определяются в локальной системе координат стержня в точках сечения, указанных как 

опасные при задании геометрических характеристик сечения.  

 

 

 
Рис. 3.3.7 Элемент кривой  брус. 

1 – дуга окружности, соединяющая узлы i k j ; 
2 – нейтральная линия стержня. 

 

Оси oy и  oz  могут быть повернуты относительно осей  o’y’ и  o’z’ на угол    f , 

именуемый в программе углом поворота сечения. 

 Жёсткость стержня определяется  в соответствии с известными формулами для 

изгиба кривого бруса / 27, 35    и  др./ 
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Для элементов с сечением в виде трубы с внутренним и наружным радиусами rв и rн 

,  в соответствии со СНИП расчёта  трубопроводов / 32 /, учитывается понижение 

жёсткости стержней путём умножения геометрических характеристик их сечений на 

коэффициент понижения жёсткости kж , а также повышения изгибных напряжений путём 

их умножения на коэффициент увеличения напряжений k  .  Эти коэффициенты 

определяются с выражениями 
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внн rr   - толщина стенки трубы,  

к    - радиус кривизны стержня, 

2
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c
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  - средний радиус стенки трубы, 

 

В программе реализовано несколько видов изображения рассматриваемых 

элементов на графических схемах. В простейшем случае элементы изображаются 

отрезками прямых с окружностями в точках расположения узлов. Направления осей 

локальной системы координат в соответствующем режиме отображаются только для узла  

k.  Возможно отображение контуров сечений элемента, которые выводятся посередине 

участков    i- k  и     k- j . 

Входные данные: 

При непосредственном описании для каждого элемента задаются следующие 

данные: 

6. Номера узлов i , j , k , l.  Если ориентирующий узел l .не задан, то 

полагается, что  l = k . Если в последнем случае узлы i , j , k лежат на одной прямой, то 

ориентация выполняется по двум узлам. При этом полагается, что ось o’y’  

вспомогательной системы координат параллельна плоскости XOY глобальной системы 

координат. При k =  i    или  k =  j  стержень рассматривается как обычный 

прямолинейный. 

7. Способы соединения с другими элементами в узлах i и j ( жесткое или 

шарнирное). 

8. Эксцентриситеты (Eyi, Ezi, Eyj, Ezj ). 

9. Угол поворота сечения  f  . 

10. Расстояния от узлов до опасных сечений (Exi, Exj ). 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат  в рассматриваемой точке элемента. 

Геометрические характеристики сечения указываются в соответствующих записях, 

располагаемых перед описанием элементов. В качестве геометрических характеристик 

сечения выступают  его площадь F, моменты инерции относительно осей осей oy  и oz ( Jyy   

и   Jzz   соответственно) , момент  сопротивления  кручению Jk, а также таблица, 

содержащая x- y-  координаты опасных точек и коэффициенты напряжений  для 

вычисления проекций касательных напряжений от перерезывающих сил и крутящего 

момента на оси локальной системы координат элемента. 
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Кроме того, если характеристики сечения стержня при определении масс или 

взаимодействия с жидкостью отличаются от характеристик, используемых при 

определении жёсткости (наличие покрытия, полостей в сечении), а также при 

необходимости описания ветровой нагрузки, действующей на стержень, в набор данных 

перед описанием элементов необходимо поместить запись с дополнительными 

характеристиками сечения стержня.  

При необходимости учёта взаимодействия стержня с жидкостью в наборе данных 

должна находиться запись с описанием  параметров поверхности жидкости. 

Для учёта ветровых нагрузок в наборе данных должна находиться запись с 

описанием  проекций скорости ветра на оси глобальной системы координат. 

Выходные данные: 

В элементе определяются напряженияx
xx ,y

xx ,z
xx ,и

xy,и
xz ,к

xy,к
xz ,  где:

xxxpx F -  нормальное напряжение от растягивающей силы px , действующей 

вдоль оси ox;

yxx my z m Jyy -  нормальное напряжение от изгибающего момента my, 

действующего вокруг оси oy , 

zm - z - координата  m - й опасной точки;

zxxmz ym Jyy - нормальное напряжение от изгибающего момента mz, 

действующего вокруг оси oz , 

ym -y - координата  m - й опасной точки;

и
xypy pym -  касательное напряжение от перерезывающей силыpy , 

действующего вдоль оси oy , pym - коэффициент касательных напряжений от 

перерезывающей силыpy   для m - й опасной точки;

и
xzpz pzm -  касательное напряжение от перерезывающей силыpz  , 

действующего вдоль оси oz , pzm - коэффициент касательных напряжений от 

перерезывающей силыpz   для  m - й опасной точки;

к
xymx mym и к

xzmx mzm -  проекции касательного напряжения от крутящего 

момента mx , на оси oy и oz соответственно , mym и mzm - коэффициенты касательных 

напряжений кручения   для  m - й опасной точки; 

m =1,2,3,...N,  N - число опасных точек , заданных для сечения. 

Для элемента вычисляются и выводятся амплитудные значения нормальных 

напряжения от растяжения сжатия, нормальные и касательные напряжения от изгиба в 

плоскостях xoy и xoz, касательные напряжения от кручения к   ,  а также интенсивность 

напряжений. Напряжения вычисляются в локальной системе координат по силовым 

факторам и характеристикам сечения.  Выводятся амплитудные значения напряжений, 

определяемые путем последовательных вычислений  для всех опасных точек двух 

сечений, расположенных на заданных расстояниях от узлов i и  j.  

При графическом отображении напряжений изображение элемента окрашивается 

одним цветом, соответствующим максимальному (или минимальному, если он больше по 

амплитуде) уровню напряжений в его точках.  

Кроме напряжений программа обеспечивает вычисление и вывод силовых 

факторов (растягивающей силы px , перерезывающих сил py и pz,изгибающих моментов 

my и my в узлах i  и j, а также крутящего момента mx в локальной системе координат )  в 

табличном виде.  
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3.3.4. Особенности моделирования элементов трубчатого сечения 
 

Для элементов с сечением в виде трубы с внутренним и наружным радиусами rв и rн 

, на внутренней и наружной поверхностях которой действуют давления Pв  и Pн 

соответственно, определяются, также, нормальные напряжения на наружной tн и 

внутренней tв поверхностях от давлений в тангенциальном направлении к оси канала. 

Величина этих напряжений определяется по известным формулам для толстостенного 

цилиндра  

, 

где  нrr   ,  или   вrr   при определении tн и tв соответственно. 

Радиальные напряжения от давлений на наружной и внутренней поверхности 

трубы полагаются равными давлениям на этих поверхностях, взятым с обратным знаком. 

При построении уравнений равновесия изменение длины стержня  под действием 

радиальных напряжений p  учитывается по приближённой формуле 

,        где 

    - среднее тангенциальное напряжение, 

   - среднее радиальное напряжение. 

Для криволинейного элемента учитывается, также, распределённая по длине 

элемента сила, возникающая вследствие действия статического давления на стенки трубы, 

и обусловленная кривизной стержня /30/. Действие данной силы описывается 

эквивалентной силой  
)( p

rf ,  направленной по  радиусу изгиба и приложенной посередине 

стержня. Величина этой силы определяется выражением  

 

  ,   

  где    - угол, охватываемый дугой нейтральной линии стержня. 

В соответствии с алгоритмами метода конечных элементов эта сила, приводится к 

эквивалентным узловым усилиям.  

Давления во внутренней полости и снаружи задаются неявно, путём описания 

свойств среды (газа, жидкости или поверхности жидкости) в записях, располагаемых 

перед описанием элементов. При этом действуют следующие правила. 

1. Последняя из записей с описанием свойств газа или поверхности жидкости описывает 

давление и плотность среды, находящейся в полости стержня. 

2. Если в наборе данных две записи с описанием свойств газа или жидкости 

расположены друг за другом, то считается, что первая из них описывает давление и 

параметры среды снаружи стержня, а вторая – внутри. 

3. Запись со свойствами поверхности жидкости, расположенная перед описанием 

элемента, задаёт давление снаружи элемента в соответствии с его глубиной. 

4. Глубина элемента определяется от поверхности жидкости по оси OZ глобальной 

системы координат. 
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5. Для определения давления  жидкости кроме её свойств необходимо задать, также, 

силу тяжести в виде силы распределённой по массе действующей по оси OZ и равной –

9.81 Н/кг. 
 

 

 
Рис. 3.3.8. К вопросу учёта радиальной силы от давлений на поверхности 

кривого стержня трубчатого сечения. 
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3.3.5. Cтержневые элементы трубопроводов 

Рассматриваемые в данном разделе элементы являются частным случаем 

универсальных стержневых элементов (стержень прямой и стержень кривой 

соответственно) и имеют те же свойства, что и указанные элементы. Исключением 

являются невозможность задания эксцентриситетов и ориентация только по двум узлам.  

Для элемента нет необходимости в задании сечения, указываются только диаметры 

проходного сечения и толщина стенки в узлах. Таким образом, сечение элемента может 

быть переменным.  

В программе реализованы два основных типы элементов трубопровода - прямой и 

криволинейный. 

 

3.3.5.1 Прямой элемент трубопровода 
Общий вид элемента представлен на рис.3.3.9. 

 Входные данные: 

При непосредственном описании для каждого элемента задаются следующие 

данные: 

11. Номера узлов i , j. 

12. Диаметры проходного сечения в узлах i  и  j  (  di   и   dj  соответственно). 

13. Толщины стенки в узлах (  hi   и   hj  соответственно). 

14. Способы соединения с другими элементами в узлах i и j (жесткое или 

шарнирное). 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

Если характеристики сечения стержня при определении масс или взаимодействия с 

жидкостью отличаются от характеристик, используемых при определении жёсткости 

(наличие покрытия, полостей в сечении), а также при необходимости описания ветровой 

нагрузки, действующей на стержень, в набор данных перед описанием элементов 

необходимо поместить запись с дополнительными характеристиками сечения стержня.  

При необходимости учёта взаимодействия стержня с жидкостью в наборе данных 

должна находиться запись с описанием  параметров поверхности жидкости. 

Для учёта ветровых нагрузок в наборе данных должна находиться запись с 

описанием  проекций скорости ветра на оси глобальной системы координат. 

Выходные данные: 

Для элемента могут быть определены и выведены те же компоненты узловых 

усилий и напряжений, что и для универсального стержня (см.п.3.3.1), в том числе и 

вызываемые  внутренними и наружными давлениями. 

 

file:///C:/Users/Сергей/AppData/Roaming/Microsoft/Word/biblke_st_2.htm
file:///C:/Users/Сергей/AppData/Roaming/Microsoft/Word/biblke_st_3.htm
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Рис. 3.3.9. Прямой элемент трубопровода. 
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3.3.5.2 Криволинейный элемент трубопровода 

Общий вид элемента представлен на рис.3.3.10.  

 

Рис. 3.3.10. Криволинейный элемент трубопровода. 
 
Входные данные: 

При непосредственном описании для каждого элемента задаются следующие 

данные: 

1. Номера узлов i , j , k.   

2. Диаметры проходного сечения в узлах i  и  j  (  di ,  dj   и   dk  соответственно)  

и толщины стенки в узлах (  hi ,  hj    и   hk  соответственно). 

3. Способы соединения с другими элементами в узлах i и j ( жесткое или 

шарнирное). 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат  в рассматриваемой точке элемента. 

Геометрические характеристики сечения указываются в соответствующих записях, 

располагаемых перед описанием элементов. В качестве геометрических характеристик 

сечения выступают  его площадь F, моменты инерции относительно осей осей oy  и oz ( Jyy   

и   Jzz   соответственно) , момент  сопротивления  кручению Jk, а также таблица, 

содержащая x- y-  координаты опасных точек и коэффициенты напряжений  для 
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вычисления проекций касательных напряжений от перерезывающих сил и крутящего 

момента на оси локальной системы координат элемента. 

Кроме того, если характеристики сечения стержня при определении масс или 

взаимодействия с жидкостью отличаются от характеристик, используемых при 

определении жёсткости (наличие покрытия, полостей в сечении), а также при 

необходимости описания ветровой нагрузки, действующей на стержень, в набор данных 

перед описанием элементов необходимо поместить запись с дополнительными 

характеристиками сечения стержня.  

При необходимости учёта взаимодействия стержня с жидкостью в наборе данных 

должна находиться запись с описанием  параметров поверхности жидкости. 

Для учёта ветровых нагрузок в наборе данных должна находиться запись с 

описанием  проекций скорости ветра на оси глобальной системы координат. 

Выходные данные: 

Для элемента могут быть определены и выведены те же компоненты узловых 

усилий и напряжений, что и для универсального стержня (см.п. 3.3.3), в том числе и 

вызываемые  внутренними и наружными давлениями. 
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3.3.6. Cтержень переменного сечения (рычаг)   

В программе реализованы два основных типы элементов переменного сечения - 

прямой и криволинейный. В документах и комментариях элемент данного типа для 

краткости именуется рычагом.  

Элементы являются частным случаем универсальных стержневых элементов (стержень 

прямой и стержень кривой соответственно) и имеют те же свойства, что и указанные 

элементы. Исключением является невозможность задания эксцентриситетов.  

Для элемента необходимо задать сечение и коэффициенты изменения габаритов сечения в 

узловых точках по осям oy и oz ЛСК (Kyi, Kzi, Kyj, Kzj, а для криволинейного и Kyk, Kzk).  

Реальные размеры сечения в точке элемента определяются выражениями  

Y = |N|{Ky}    и    Z = |N|{Kz},     где |N|-матрица функций формы элемента, 

{Ky}и {Kz}-векторы узловых значений коэффициентов изменения размеров сечения. 

Таким образом изменение размеров сечения элемента по длине для прямолинейного 

элемента осуществляется линейно, а для криволинейного - по квадратичной зависимости.  

Для узловых точек габаритные размеры сечений определяются выражениями 

Bm = Kym Bm    и    Hm = Kzm Hm,     где       m = i,  j,  k. 

 

3.3.6.1 Прямой рычаг  

Общий вид элемента представлен на рис.3.3.11. 

Входные данные: 

При непосредственном описании для каждого элемента задаются следующие 

данные: 

1. Номера узлов i , j , k .  Если ориентирующий узел k .не задан, то полагается, 

что  k =  i  . 

2. Коэффициенты изменения габаритов сечения в узловых точках по осям oy и 

oz ЛСК в точках i и j (Kyi   ,     Kzi   ,       Kyj    ,     Kzj   ). 

3. Способы соединения с другими элементами в узлах i и j ( жесткое или 

шарнирное). 

4.  Угол поворота сечения относительно вспомогательной системы координат  

f  . 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат  в рассматриваемой точке элемента. 

Геометрические характеристики сечения указываются в соответствующих записях, 

располагаемых перед описанием элементов. В качестве геометрических характеристик 

сечения выступают  его площадь F, моменты инерции относительно осей осей oy  и oz ( Jyy   

и   Jzz   соответственно) , момент  сопротивления  кручению Jk, а также таблица, 

содержащая x- y-  координаты опасных точек и коэффициенты напряжений  для 

file:///C:/Users/Сергей/AppData/Roaming/Microsoft/Word/biblke_st_2.htm
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вычисления проекций касательных напряжений от перерезывающих сил и крутящего 

момента на оси локальной системы координат элемента. 

Кроме того, если характеристики сечения стержня при определении масс или 

взаимодействия с жидкостью отличаются от характеристик, используемых при 

определении жёсткости (наличие покрытия, полостей в сечении), а также при 

необходимости описания ветровой нагрузки, действующей на стержень, в набор данных 

перед описанием элементов необходимо поместить запись с дополнительными 

характеристиками сечения стержня.  

При необходимости учёта взаимодействия стержня с жидкостью в наборе данных 

должна находиться запись с описанием  параметров поверхности жидкости. 

Для учёта ветровых нагрузок в наборе данных должна находиться запись с 

описанием  проекций скорости ветра на оси глобальной системы координат. 
 

 

Рис. 3.3.11. Прямой рычаг. 
а стержень постоянного сечения, б – стержень переменного сечения 

(рычаг). 
 

Выходные данные: 

Для элемента могут быть определены и выведены те же компоненты узловых 

усилий и напряжений, что и для универсального стержня (см.п. 3.3.1). Для элементов 

трубчатого сечения могут быть выведены компоненты напряжений, вызываемые  

внутренними и наружными давлениями. 
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3.3.6.2 Криволинейный рычаг   

Общий вид элемента представлен на рис.3.3.11.  

 

Рис. 3.3.11. Криволинейный рычаг. 
а – общий вид, б – сечение. 

 
Входные данные: 

При непосредственном описании для каждого элемента задаются следующие 

данные: 

1. Номера узлов i , j , k , l.  Если ориентирующий узел l .не задан, то 

полагается, что  l = k . Если в последнем случае узлы i , j , k лежат на одной 

прямой, то ориентация выполняется по двум узлам. При этом полагается, 

что ось o’y’  вспомогательной системы координат параллельна плоскости 

XOY глобальной системы координат. При k =  i    или  k =  j  стержень 

рассматривается как обычный прямолинейный.  

2. Коэффициенты изменения габаритов сечения в узловых точках по осям oy и 

oz ЛСК в точках i , j и k ( Kyi,  Kzi,  Kyj,  Kzj  ,  Kyk,  Kzk). 

3. Способы соединения с другими элементами в узлах i и j ( жесткое или 

шарнирное). 

4. Угол поворота сечения относительно вспомогательной системы координат  f 

. 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат  в рассматриваемой точке элемента. 

Геометрические характеристики сечения указываются в соответствующих записях, 

располагаемых перед описанием элементов. В качестве геометрических характеристик 
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сечения выступают  его площадь F, моменты инерции относительно осей осей oy  и oz ( Jyy   

и   Jzz   соответственно) , момент  сопротивления  кручению Jk, а также таблица, 

содержащая x- y-  координаты опасных точек и коэффициенты напряжений  для 

вычисления проекций касательных напряжений от перерезывающих сил и крутящего 

момента на оси локальной системы координат элемента. 

Кроме того, если характеристики сечения стержня при определении масс или 

взаимодействия с жидкостью отличаются от характеристик, используемых при 

определении жёсткости (наличие покрытия, полостей в сечении), а также при 

необходимости описания ветровой нагрузки, действующей на стержень, в набор данных 

перед описанием элементов необходимо поместить запись с дополнительными 

характеристиками сечения стержня.  

При необходимости учёта взаимодействия стержня с жидкостью в наборе данных 

должна находиться запись с описанием  параметров поверхности жидкости. 

Для учёта ветровых нагрузок в наборе данных должна находиться запись с 

описанием  проекций скорости ветра на оси глобальной системы координат. 

Выходные данные: 

Для элемента могут быть определены и выведены те же компоненты узловых 

усилий и напряжений, что и для универсального стержня (см.п. 3.3.3). Для элементов 

трубчатого сечения могут быть выведены компоненты напряжений, вызываемые  

внутренними и наружными давлениями. 



109 

 

 

3.3.7. Виртуальные свойства стержневых элементов.  
 

 

Все стержневые элементы обладают следующими виртуальными свойствами. 

1. Все свободные точки, соединённые только с одним стержневым элементом, по 

умолчанию считаются виртуальными. Такие точки захватываются гранями 

объёмных элементов, пластинами и стержнями, если оказываются в их области 

контроля, и между этими элементами устанавливается жёсткая связь. Областью 

контроля в этом случае является область контроля поверхности – точка 

захватывается в случае, если находится в контролируемой области поверхности, 

которой захватывается (по умолчанию это от поверхности не более 0.02 её 

максимального размера). Пример представлен на рис.3.3.12. 

 

 
 

Рис. 3.3.12. Соединение стержневых элементов с объёмными в 
виртуальных точках.  1 – объёмные элементы 3D20, 2 – пружина 
растяжения-сжатия, 3 – стержень 1D2.  
 

В этом случае для соединения стержневого элемента с гранью объёмного или 

пластиной достаточно расположить соединяемый узел в области контроля 

поверхности. 

 

2. Виртуальные (свободные) узлы стержня устанавливают жёсткую связь со всеми 

узловыми точками, находящимися в их области контроля. Это позволяет соединять 

элементы разных типов. На ри.3.3.13. представлен пример соединения двутавра, 

часть которого моделируется стержневым элементом, а другая –объёмными 

элементами,  
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Рис. 3.3.13. Соединение стержневых элементов с узлами, находящимися в 
области контроля их в виртуальных точкек.  1 – стержень 1D2, 2 объёмные 
элементы 3D20, 3 –область контроля.  

Область контроля виртуальной точки стержня ограничивается контуром сечения 

стержня и длиной l=0.02L,  где L – длина стержня. На все точки расположенные в 

области контроля накладывается жёсткая связь, соответствующая гипотезе плоских 

сечений, что позволяет стыковать элементы трубчатого сечения без стеснения 

деформаций объёмных и плоских элементов от внутреннего и наружного давления. 

3. Виртуальными узлами можно считать все узлы стержня независимо от того, 

стыкуются они с другими элементами или нет. Это указывается в исходных данных. 

Пример использования этой возможности представлен на рис.3.3.14. Здесь 

соединяются стержни разных сечений 1 и 2, у которых нейтральная линия не 

совпадает. В этом примере для элементов большего сечения задаётся свойство 

виртуальности. В результате узлы стержней меньшего по размерам сечения 

оказываются в области контроля узлов большего сечения и между ними 

устанавливается жёсткая кинематическая связь, соответствующая их относительному 

положению. 

 
Рис. 3.3.14. Задание свойства виртуальности для стержней..  1 – стержень 
1D2 двутавр., 2 – стержень 1D2 коробчатого сечения.  

 
4. Все виртуальные точки захватываются стержнем, т.е. между виртуальными 

точками и узлами стержней устанавливается связь вида 

{q(i)}=|N(s)|{q(e)}, 

где 

{q(i)} – вектор перемещений i – го контролируемого узла, 

 |N(s)| - матрица функций формы элемента в точке, соответствующей 

захваченному узлу,     

{q(e)} – вектор узловых перемещений элемента. 

При этом область контроля стержня ограничивается его длиной и контуром сечения. Это 

свойства позволяет прикладывать нагрузки и задавать закрепления в произвольных 

точках, находящихся в области контроля стержня и соответствующих их реальному 

положению. Контактные поверхности также могут захватываться стержнем. 

5. Для стержней можно задать свойство захвата узлов.  В этом случае будут 

захватываться все узлы (не только виртуальные).  

6. Для стержневых элементов можно задать контактность. В этом случае на все узлы, 

находящихся в области контроля стержня, накладывается связь, соответствующая 

локальному контакту –т.е. неудерживающая связь по нормали к поверхности стержня, и 

описывающая трение на поверхности стержня. 
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Использование комбинаций свойств позволяет описывать особенности соединений 

элементов конструкций. Пример представлен на рис.3.3.15. Модель перекрытия состоящая 

из стержневого каркаса и пластин покрытия. Для стержней большого сечения задано 

свойство виртуальности, позволяющее соединить их со стержнями меньшего сечения. Для 

всех стержней задано свойство нормального контакта, позволяющее опереть пластины 

покрытия на стержни. Для предотвращения смещения покрытия относительно каркаса в 

плоскости покрытия в модели присутствуют крепёжные элементы головка и шпилька. 

Головка соединяется с пластиной в соответствии со свойствами крепёжных элементов, а 

свободный конец шпильки по умолчанию считается виртуальным и захватывается 

стержнем, в области контроля которого он находится. 

 
 

Рис. 3.3.15. Построение модели с использованием виртуальных свойств 
стержней.  1,2 – стержни 1D2, 3 – покрытие из пластин 2D4, 4 – головка 
крепёжного элемента, 5 – шпилька.  
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3.3.8. Фланцевое соединение.   
Общий вид элемента представлен на рис.3.3.16.1 Элемент связывает два узла и 

имеет двенадцать степеней свободы. Испытывает деформации растяжения-сжатия и 

изгиба в двух плоскостях, а также кручения.  

Ориентация рассматриваемого элемента в пространстве осуществляется также, как 

и для стержня - по двум или трём узлам (см. п. 3.3.1).  

Элемент состоит из двух стыкующихся фланцев одинаковой формы. Толщина 

фланцев, входящих в соединение, считается одинаковой и определяется длиной элемента. 

Т.е. плоскость разъёма пересекает середину элемента.  

Податливость элемента полагается сосредоточенной в плоскости разъёма.  

 

Рис. 3.3.16.1 . Фланцевое соединение. 
а – геометрия элемента, б – локальная система координат и силовые 
факторы, определяемые в элементе, в – области захвата узлов, в и г – 
примеры моделей с использованием элемента для сопряжения с 
объёмными элементами, выведенные при схематичном и объёмном 
отображении стержней. 

 

Форма фланцев может быть плоской или прямоугольной (частный случай квадрат). 

Для фланцев круглой формы поверхность контакта может отличаться от   формы фланца: 

file:///C:/Users/Сергей/AppData/Roaming/Microsoft/Word/biblke_st_2.htm
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для неё могут быть указаны наружный и внутренний диаметры, условно называемые 

соответствующими диаметрами прокладки. 

Толщина фланцев, входящих в соединение, считается одинаковой и определяется 

длиной элемента.         

Элемент обладает виртуальными свойствами: выполняет жёсткий захват узлов, 

находящихся между внутренним и наружным радиусами и наружными поверхностями 

фланцев. При этом принадлежность захваченных узлов к сопрягаемым частям 

конструкции определяется по их расположению на оси элемента узлы считаются 

принадлежащими к ближайшему фланцу.  

        Свободные точки (не связанные с другими элементами) элемента также обладают 

виртуальными свойствами - захватываются поверхностями объёмных элементов, пластин 

и линиями стержней. 

        Радиус захвата принимается равным 1/4 толщины элемента. Это позволяет 

использовать элемент для связи элементов с поверхностями в точках, расположенных на 

поверхностях элементов.   

Элемент может использоваться для соединения участков трубопроводов, состоящих из 

стержней труб и (или) объёмных элементов, а также для простого соединения элементов.  

 

 

 

Рис. 3.3.16.2 . Примеры использования элемента для связи других элементов. 
а – кронштейны на резервуаре, б – опора подшипника.  1-элемент Фланцевое 
соединение;   2-элемент Четырёхугольная пластина;  3-элемент Контактный ролик 
(виртуальный шарнир);   4-элемент Труба, моделирующий вал. 

 
Входные данные: 

-для фланца круглой формы задаются: 
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1. Номера узлов i , j ( а при ориентации по трем узлам и k ); 

2. Наружный диаметр D  ; 

3. Внутренний диаметр  контактной поверхности d ; 

4. Наружный диаметр контактной поверхности Dk; 

5. Число болтов  N b; 

6. Диаметр, на котором расположены болты   Db ; 

7. Усилие предварительного натяга болтов    Fo.  

 

Для фланца прямоугольной формы задаются: 

1. Номера узлов i , j ( а при ориентации по трем узлам и k ) 

2. Ширина поверхности B; 

3. Высота поверхности H; 

4. Расстояние от края поверхности, на котором расположены болты; 

5. усилие предварительного натяга болтов. 

 

 Механические свойства материала указываются предварительно в соответствующей 

записи.  

Выходные данные: 

В элементе определяются следующие параметры: 

1. Px  - растягивающее усилие по оси ox ;  

2. Py  и   Pz  - перерезывающие силы по осям oy и oz  соответственно ;  

3. Mx -  крутящий момент относительно оси ox;  

4. My  и   Mz  - изгибающие моменты относительно осей oy и oz; соответственно 

5.      -  суммарная перерезывающая сила;  

6.     - суммарный изгибающий момент.  

Все силовые факторы определяются в плоскости разъёма - т.е. в среднем сечении 

элемента.  
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3.3.9. Тройник.   
   

 Предназначен для моделирования соединений трубопроводов в стержневых  

моделях. 

 Схема элемента представлена на рисунке. Элемент связывает три узла и имеет 

восемнадцать степеней свободы. Испытывает деформации растяжения-сжатия и изгиба в 

двух плоскостях, кручения, а также деформации, вызываемые давлением в полости и 

снаружи элемента. 

Ориентация рассматриваемого элемента в пространстве осуществляется по трём узлам. 

Исходные данные:  

 тип моделируемого элемента - различаются штампосварные, сварные и сварные 

тройники с усиливающими элементами 

 номера узлов i , j , k  

 диаметр канала трубы D 

 толщина стенки трубы S 

 диаметр канала ответвления d 

 толщина стенки ответвления S1 

 расстояние от середины тройника до среза трубы L 

  высота тройника H 

  толщина стенки усиливающих деталей (для сварного тройника). 

 
Рис. 3.3.17. Тройник. 

а – схема элемента, б – геометрия элемента 
 

Механические свойства материала указываются предварительно в соответствующей 

записи. 

Результаты расчёта: 

На каждом срезе элемента возможно определение следующих параметров: 

 Растягивающие усилия по оси ox; 

 перерезывающие силы по осям oy и oz; 

 крутящий момент относительно оси ox; 

 изгибающие моменты относительно осей oy и oz; 
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 суммарная перерезывающая сила; 

 суммарный изгибающий момент; 

 растягивающие напряжения вдоль оси ox; 

 нормальные напряжения от изгиба в плоскости xoy и  xoz 

 касательные напряжения от изгиба в плоскости xoy и  xoz 

 касательные напряжения от кручения 

 интенсивность напряжений. 

Для сечений трубы силовые факторы определяются в локальной системе координат 

элемента xoyz. 

Для сечения ответвления - в системе координат xkoyj zj. 

По результатам расчёта возможно определение толщин стенок элементов в 

соответствии с методиками, приведенными в приложении 1.   
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3.3.10. Крепёжный элемент.   
   

 Элемент являются частным случаем универсального стержневого элемента 

(стержень прямой) и имеет те же свойства, что и указанный элемент.  

Сечение элемента считается постоянным и одинаковым для всех элементов, 

объединённых в запись. Элемент не имеет эксцентриситетов, ориентируется только по 

двум узлам.  

Для элемента нет необходимости в задании сечения, при вводе указываются только 

наружный и внутренний диаметры сечения, а также деформация предварительного 

растяжения.  

Деформация предварительного растяжения впоследствии может быть откорректирована 

командой (Корректировать деформации предварительного растяжения крепёжных 

элементов).  

 

../../../Zenit_NEW/Zenit_wn/hlp/biblke_st_2.htm
../../../Zenit_NEW/Zenit_wn/hlp/HID_EPSNACH.htm
../../../Zenit_NEW/Zenit_wn/hlp/HID_EPSNACH.htm
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3.4. Поверхностные массы 
 

3.4.1. Масса распределённая по поверхности 
 

Элемент предназначен для описания частей моделируемой конструкции, 

представляющих собой массу, распределенную по поверхности.  Это может быть какое 

либо покрытие, жесткость которого пренебрежимо мала, а массу необходимо учитывать 

(тепло- или гидроизоляция, снег и т.д.). Элемент, подобно пластине связан с четырьмя 

узлами и описывается массой, приходящейся на единицу поверхности (кг/м2), и номерами 

узлов, с которыми он связан, задаваемыми по часовой стрелке. Графически элемент 

отображается четырехугольником (треугольником), линии которого имеют  фиолетовый 

цвет.  

 

3.4.2. Присоединённая масса жидкости 
  

Элемент предназначен для описания взаимодействия участка поверхности с 

жидкостью и обеспечивает выполнение следующих функций. 

1. Описание инерционных свойств жидкости, соприкасающейся с поверхностью 

моделируемого объекта. 

2. Описание гидростатического давления на поверхность.  

3. Описание гидродинамической силы сопротивления движению элемента относительно 

жидкости в задачах динамики. 

Для правильной работы элемента необходимо, чтобы в качестве вертикальной оси, 

была выбрана ось OZ, а сила тяжести, заданная как распределённая по массе сила, 

действовала  в направлении противоположном указанной оси.  

Элемент, подобно пластине связан с четырьмя узлами и описывается Z – 

координатой поверхности жидкости и номерами узлов, с которыми он связан, 

задаваемыми по часовой стрелке. Графически элемент отображается четырехугольником 

(треугольником), линии которого имеют синий цвет.  При отображении локальных систем 

координат элементов дополнительно выводится отрезок зеленого цвета параллельный оси  

OZ, соединяющий центр тяжести элемента с поверхностью жидкости, заданной для этого 

элемента. 

По умолчанию полагается, что жидкостью является вода. При необходимости 

изменения  свойств жидкости необходимо их указать специально перед описанием 

элемента в записи, описывающей свойства жидкости.  

Полагается, что жидкость, свойства которой описываются элементом, имеет   

открытую (свободную) поверхность, Z - координата которой известна.  При этом текущая 

Z – координата центра тяжести элемента должна быть меньше Z – координаты 

поверхности жидкости, т.е. элемент должен находиться ниже поверхности жидкости. Если 

это условие не выполняется, то данный элемент исключается из рассмотрения.  

При решении задач расчёта частот и форм собственных колебаний, динамики 

сооружений и их сейсмостойкости необходим учёт только инерционных свойств 

элемента, и в набор данных достаточно поместить описание элемента. 

Для решения задач динамики в наборе данных должна находиться запись с 

описанием свойств поверхности жидкости – скорости и направления течения, волнения. 

Если данная запись расположена перед описанием элемента, в наборе данных  то в 

качестве Z – координаты поверхности принимается значение, указанное в этой записи, а 

не в описании элемента, и элемент ведёт себя также, как и элемент поверхности 

воздействия среды. 
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3.5. Упругие опоры и основания 
 

3.5.1. Упругое основание поверхности 
 Элемент предназначен для моделирования опорных поверхностей, свойства 

которых могут быть описаны жесткостью, приходящейся на единицу поверхности и 

упругая реакция которых направлена по нормали к их плоскости. Элемент имеет форму 

четырехугольника и может вырождаться в треугольник (рис. 3.5.1а  и б соответственно). 

 

 
Рис. 3.5.1. Элемент упругое основание: а - ориентация локальной системы 

координат элемента;  б -  вырожденный элемент. 
 

Физически, жесткость, приходящаяся на единицу поверхности равна давлению, 

которое необходимо приложить для перемещения узлов элемента на 1м в направлении 

нормали к поверхности (по оси oz его локальной системы координат). Элемент, подобно 

пластине связан с четырьмя узлами и описывается жесткостью, приходящейся на единицу 

поверхности (Н/м2)/м), и номерами узлов, с которыми он связан, задаваемыми по часовой 

стрелке. Локальная система координат элемента ориентируется также как и у элемента 

пластины - начало расположено в центре элемента, ось ox проходит через середину 

стороны kl а плоскость    xoy  параллельна прямой, проходящей через середины сторон    

jk и li. . Элемент может стыковаться с любыми КЭ других типов. На графических схемах 

элемент изображается линиями темно-зеленого цвета, соединяющими узлы, связываемые 

элементом. 

 

3.5.2. Упругое основание стержня 
 

Элемент предназначен для моделирования упругого основания балок и стержней, 

препятствующего их деформации. Может, также, стыковаться с рёбрами объёмных 

элементов и пластин.  

Состояние элемента определяется перемещениями двух узловых точек i и j . 

Реакция r, приходящаяся на единицу длины основания в любой точке элемента  

направлена по нормали к линии, соединяющей узлы  i и j, определяется выражением 

r = - k w(x) ,    где 

k - жесткость, приходящаяся на единицу длины элемента, 

w(x) = |N(x)|{q}– прогиб в рассматриваемой точке, 

x – локальная координата стержня (расстояние от узла i), 

|N(x)| - матрица функций формы элемента,  

{q}– вектор узловых перемещений элемента. 

Структура матрицы функций формы определяется размерностью вектора узловых 

перемещений элемента. Так, если в узлах элемента определены только линейные 



 

 

120 

перемещения (элемент связан со стержнями или рёбрами объёмных элементов), то 

функции формы линейные. Если элемент связан с балкой или ребром пластины, то 

используются такие же, как и при получении матриц жёсткости балки, эрмитовы функции. 

Реализованы следующие частные случаи ориентации элемента. 

1. Реакция действует во всех направлениях нормальных  линии i – j. 

2. Реакция действует только в одном направлении, нормальном линии i – j и 

лежащем в плоскости, параллельной одной из осей глобальной системы координат. 

Для элемента задаются номера узлов i и j, значения жёсткости k в указанных узлах 

в (Н/м)/м, и направление действия реакций (по всем направлениям или в плоскости 

параллельной одной из осей ГСК). При этом полагается, что величина k внутри элемента 

изменяется по линейному закону. 

На схемах элемент отображается отрезками прямых зелёного цвета, 

пересекающими середину отрезка i – j, и параллельных указанным для ориентации 

направления реакции осям глобальной системы координат. В случае действия реакции по 

всем направлениям  вместо отрезка выводится знак +. 

 

 

3.5.3. Опоры с трением 
 

Элемент предназначен для моделирования узловых опор в случаях, когда имеет 

место сила трения  Fтр, препятствующая перемещению узла в направлении 

перпендикулярном реакции в опоре   Rs (рис. 3.5.2а).  Величина силы трения (по модулю) 

определяется выражением 

Fтр     =   kтр Rs       , 
где     kтр     -  коэффициент трения. 

Сила трения направлена в сторону противоположную Vs -проекции скорости 

перемещения узла на плоскость нормальную к вектору реакции в узле. При решении 

линейных статических задач сила направлена в сторону противоположную смещению 

узла в указанной плоскости.  

По упругости  различаются  абсолютно-жёсткая и упругая опоры.  Абсолютно-

жёсткая опора предполагает равенство нулю перемещений в направлении действия 

реакции. Для упругой связь между величиной реакции и перемещением узла определяется 

выражением 

Rs     =  - kж Rs            , 
где     kж     -  коэффициент приведенной жёсткости опоры. 

По условиям контакта различаются двусторонняя, неудерживающая и 

ограничивающая опоры. Двусторонняя опора (рис. 3.5.2б) предполагает постоянный 

контакт узла с опорой.  Неудерживающая (рис. 3.5.2в) препятствует перемещению узла в 

обратном направлении к заданной оси координат и допускает свободное перемещение 

узла в её направлении. Ограничивающая опора (рис. 3.5.2г) препятствует перемещению 

узла в направлении заданной оси координат и допускает свободное перемещение узла в 

обратном направлении. 
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Рис. 3.5.2. Опора с трением: а – схема действия сил;  б -  двусторонняя 

упругая опора;  в -  неудерживающая опора по оси OX  ГСК;   г -  ограничивающая 
опора по оси OX  ГСК. 

Исходные данные. 

1. Номер узла,  в котором задаётся условие опирания. 

2. Ось глобальной системы координат, по которой действует реакция опоры. 

3. Тип опоры - двусторонняя, неудерживающая или ограничивающая. 

4. Коэффициент трения    kтр . 

5. Для упругой опоры задаётся kж - коэффициент приведенной жёсткости опоры.  

 

Точка элемента по умолчанию считается виртуальной, если не связана с другими 

элементами. 

 

Результаты. При вычислениях определяются реакция опоры, которая может выводиться 

имеющимися средствами программы или учитываться при вычислении суммарных реакций. 
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6. Твердое тело 
 

Данный КЭ предназначен для описания частей моделируемой конструкции, 

жесткость которых значительно выше, чем у смежных элементов и состояние которой не 

интересует исследователя.  

Элемент имеет массу и моменты инерции относительно осей его локальной 

системы координат. Полагается, что центр масс данного КЭ и начало его локальной 

системы координат расположены в его первом узле - полюсе.  

На схеме изображается зелеными линиями, соединяющими первый узел элемента с 

остальными (рис. 3.6.1б.). 

 

 
Рис. 3.6.1. Элемент твердое тело: а - ориентация локальной системы 

координат элемента;  б - изображение элемента на схеме. 
 

Возможны два способа ориентации осей локальной системы координат КЭ: в 

первом направление осей локальной и глобальной систем координат совпадает,  а во 

втором ось ox проходит через второй узел, а третий узел лежит в плоскости xоy 

(рис.3.6.1а.).  

Реализована возможность описания случаев упругого соединения элемента с 

узлами. Приведенная жёсткость при этом задаётся одинаковой во всех узлах и по всем 

направлениям.  

Различаются два вида твердого тела простое и виртуальное. Отличаются способом 

описания топологии. 

. 

Для описания элемента обоих видов  необходима следующая информация. 

1. Масса m и главные моменты инерции элемента  Jxx,  , Jнн,  и Jяя,  

относительно осей  ox,  oy  и oz  локальной системы координат соответственно (кг, кг м2). 

В частном случае элемент может быть безмассовым. В этом случае все, или часть 

инерционных характеристик задаются равными нулю. 

2. Приведенная жёсткость в узлах Kпр (Н/м). При задании жёсткости равной 

нулю элемент считается абсолютно жёстким. 

Для простого твердого тела, рассмотренного в следующем пункте, связь полюса с 

другими узлами описывается непосредственно – тем или иным способом  указываются 

узлы. Для виртуального твердого тела – изначально явно указываются только номер узла 

полюса и номера узлов ориентирующих его ЛСК. Если элемент связывается с узлом, 

имеющим шесть степеней свободы (для узлов, связанных со стержнями и пластинами), то 
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соединение считается жёстким. Для узлов с тремя степенями свободы соединение 

считается шарнирным. На схеме шарнирные соединения отображаются стрелками. 

Для элемента возможно определение и вывод усилий, действующих на него со 

стороны смежных элементов. Это могут быть суммарные усилия, проекции усилий на оси 

глобальной и локальной систем координат. Усилия отображаются векторами, цвет и длина 

которых соответствуют их величине. 

 

 

3.6.1. Твердое тело  
 

Элемент данного вида отличается необходимостью явного задания номеров всех 

узлов, с которыми он связан (  i,   j,   k,…).  

Элементы этого типа с одинаковыми характеристиками можно объёдинить в одну 

запись, т.е. в одной записи можно описывать несколько элементов. 

Элемент взаимодействует с графическими элементами следующим образом: все 

графические элементы (линии, окружности элементарные поверхности, геометрические 

фигуры, вершины), описания которых расположены в наборе данных после описания 

элемента (до следующего элемента типа твёрдое тело или виртуальное твёрдое тело) 

привязываются к его локальной системе координат и служат его графическим образом. 

При этом, их количество и расположение не ограничивается.  

Ввод элемента в графическом редакторе выполняется интерпретацией графических 

примитивов и нанесением на ранее введённые элементы. В последнем случае первый в 

локальной нумерации узел элемента выделяется как новый и располагается посередине 

всех соединяемых узлов. При редактировании параметров в текстовом редакторе или по 

команде элемент может быть преобразован в Виртуальное твёрдое тело.  

Точки элемента по умолчанию считается виртуальными, если не связаны с другими 

элементами. 

 

mk:@MSITStore:D:/Sergey/Zenit_NPR/CALC_NEW/Calculations/Zenit_wn.CHM::/biblke_meh_vt.htm
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3.6.2. Виртуальное твердое тело  
 

Отличием элемента этого вида является то, что для него явно задаются только три 

узла -начало локальной системы координат и центр тяжести элемента расположены в 

первом узле i, ось оx проходит через второй узел j, а третий узел k лежит в плоскости xоy. 

Остальные узлы определяются неявно и принадлежат контролируемым виртуальным, 

контактным, и графическим элементам, описания которых расположены в наборе данных 

непосредственно после описания элемента. При этом замыкающими считаются описания 

графических элементов. Записями данного типа описание виртуального твёрдого тела 

заканчивается. 

 Также как и для обычного твёрдого тела, эти графические элементы (линии, 

окружности элементарные поверхности, геометрические фигуры, вершины) являются его 

графическим образом.  

При установлении связей элемента выделяются контролируемые узловые точки 

(точки контролируемых графических, контактных и виртуальных элементов) и 

захваченные узловые точки. Контролируемые узловые точки– это точки контролируемых  

элементов. Захваченные узловые точки – это точки, находящиеся в плоскостях 

элементарных поверхностей, внутри объёмов геометрических фигур и на линиях. Все  

контролируемые и захваченные узловые точки, связанные с другими элементами или  с 

контролируемыми точками графических элементов рассматриваются как обычные связи 

твёрдого тела.  

Захваченные узловые точки связываются с элементом только в том случае, когда 

это указано как свойство элемента (захват узлов). 

Примером использования элемента может служить модель редуктора, в которой на 

стержневых элементах расположены виртуальные подшипники или виртуальные 

сферические шарниры, узлы которых свободны, а узлы стержней, моделирующих вал, 

захвачены виртуальными подшипниками и шарнирами.  

Это значительно упрощает построение модели, так как в этом случае формируются 

только модели валов и колёс, которые, затем, помещаются внутрь цилиндра, 

моделирующего корпус редуктора. 
На схеме элемент изображается зелеными линиями, соединяющими первый узел 

элемента с остальными. В обычном режиме отображаются только первые три узла 

элемента, задающиеся при вводе данных и ориентирующие элемент.  

Просмотр всех связей возможен по команде Контроль виртуальных cвязей только 

после выполнения расчёта или предварительного контроля данных. 

При редактировании параметров в текстовом редакторе или по команде элемент 

может быть преобразован в обычное твёрдое тело. 
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Рис. 3.6.2. Использование элемента виртуальное твердое тело: а – модель 
редуктора, б – совмещение элемента моделирующего подшипник со 
стержнем, моделирующим вал (узел вала размещается в центре шарнира). 1 
– стержни, моделирующие валы, 2 – сферические шарниры, моделирующие 
подшипники, 3 – элементы моделирующие зубчатые колёса, 4 – 
геометрическое тело цилиндр, 5 – виртуальное твёрдое тело, 
контролирующее цилиндр. 
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3.7. Гибкие нити 
 

 3.7.1. Гибкая нить 
 

Элемент предназначен для моделирования элементов конструкций, 

представляющих собой  гибкие, предварительно натянутые нити, тросы постоянного по 

длине сечения, испытывающие распределенные по длине нагрузки  Wy , действующие 

перпендикулярно оси ox локальной системы координат элемента.   Элемент связывает два 

узла i   и   j.   Ось ox направлена от узла  i   к узлу   j    элемента. Ось   oy лежит в плоскости 

суммарной поперечной нагрузки произвольно ориентированной в глобальной системе 

координат. Данный КЭ связывает две узловые точки  i  и  j  и  испытывает только 

деформации растяжения (рис.3.7.1.). Уравнения равновесия данного КЭ, получены при 

допущении о малой величине стрелы прогиба Sy (по сравнению с длиной элемента), и 

подробно изложены в /10/. Нагрузки, распределенные по массе в ходе вычислений 

приводятся  к нагрузкам распределенным по длине по задаваемым интенсивности этой 

нагрузки, площади сечения и плотности материала нити. 

Элемент описывается  следующими параметрами: 

 Номера узлов i , j . 

 Усилие предварительного натяжения Pо, соответствующее исходному 

положению конструкции. 

 Дополнительная распределённая по длине (погонная) масса. 

Дополнительная погонная масса предназначена для описания частей 

моделируемого элемента конструкции, которые, имея массу, не вносят существенного 

вклада  в жёсткость. Примерами могут служить теплоизоляция, защитное пластиковое 

покрытие, обледенение. 

Суммарная погонная масса элемента будет состоять из массы несущего материала 

и дополнительной погонной массы. 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

Из геометрических характеристик сечения, указываемого в соответствующей 

записях, расположенной перед описанием элементов, необходима только площадь F,  

Для учета ветровой нагрузки необходим приведенный аэродинамический 

коэффициент, задаваемый в расположенной перед описанием элементов записи с 

дополнительными характеристиками сечения стержня, а также проекции скорости ветра 

на оси глобальной системы координат. 

При необходимости учёта взаимодействия стержня с жидкостью в наборе данных 

должна находиться запись с описанием  параметров поверхности жидкости, а в 

дополнительных характеристиках сечения должен быть указан приведенный коэффициент 

гидродинамического сопротивления. 

На схеме данный элемент изображается линией желтого цвета, соединяющей узлы  

i    и   j   . 

Для элемента обеспечены вычисление и вывод   

растягивающего усилия P , действующего по оси ox  

локальной системы координат элемента. Указанная ось 

направлена от узла  i   к узлу   j    элемента.  

 

 
 

 
 

Рис. 3.7.1. Гибкая нить в локальной 
системе      координат 
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3.7.2. Канат 
 

Элемент предназначен для моделирования элементов конструкций, 

представляющих собой  гибкие нити, тросы, подверженные воздействию распределенных 

по длине нагрузок, форма которых, в общем случае изменяется в рассматриваемый 

промежуток времени. Кроме того,  возможны контакты с другими элементами. Элементы 

могут иметь предварительное натяжение. Примеры использования элемента представлены 

на рис.3.7.2 – 3.7.3. 

Число точек, связываемых элементом, переменно, и определяется в зависимости от  

требований к точности моделирования элемента конструкции, но не может быть менее 

трёх.  

 
Рис. 3.7.2. Использование элемента типа “канат” в задаче моделирования 

всплытия сигнального буя:    1 – модель буя; 2 – канат. 
    а – положение элементов в различные моменты времени, б – 

построенная программой эпюра растягивающих усилий в канате в момент 
времени t = 4c. 

 
 

Элемент имеет постоянное по длине сечение. Материал сечения испытывает только 

деформации растяжения-сжатия. Поперечная распределённая нагрузка  уравновешивается 

продольной за счёт кривизны элемента (рис. 3.7.3.).  

Матрицы и векторы, описывающие свойства элемента получены из рассмотрения 

равновесия элементарного участка (Рис.3.7.4).  Распределенная по длине элемента 

поперечная нагрузка интенсивностью Wp на элементарном участке с радиусом кривизны 
 , охватываемом элементарным d   уравновешивается проекциями растягивающей 

силы Pт  

. 
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Элемент изопараметрический. Параметры (перемещения, координаты…) в  любой 

точке, лежащей между узлами, определяются через узловые значения параметров с 

помощью функций формы, в качестве которых используются функции Эрмита. 

Элемент имеет по три степени свободы в узлах – перемещения в направлении осей 

глобальной системы координат. 

При непосредственном описании для каждого элемента задаются следующие 

данные: 

1. Номера узлов, связываемых элементом i , j …. Задаются последовательно от 

одного конца к другому. 

2. Усилие предварительного натяжения Pо, соответствующее исходному 

положению конструкции. 

3. Дополнительная погонная масса (кг/м). 

Каждый элемент описывается в отдельной записи. 

 

 
Рис. 3.7.3. Взаимодействие элемента типа “канат” с контактным роликом. 

    1 – канат; 2 – контактный ролик; 3 – контактный шар. 
    а – модель в исходном положении,  б – построенные программой 

траектории узловых точек, в – положение элементов в различные моменты 
времени. 
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Кроме того, для элемента, должны быть заданы следующие данные. 

Механические свойства материала. Указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

Из геометрических характеристик сечения, указываемого в соответствующей 

записях, расположенной перед описанием элементов, необходима только площадь F,  

Для учета ветровой нагрузки необходим приведенный аэродинамический 

коэффициент, задаваемый в расположенной перед описанием элементов записи с 

дополнительными характеристиками сечения стержня, а также проекции скорости ветра 

на оси глобальной системы координат. 

При необходимости учёта взаимодействия стержня с жидкостью в наборе данных 

должна находиться запись с описанием  параметров поверхности жидкости, а в 

дополнительных характеристиках сечения должен быть указан приведенный коэффициент 

гидродинамического сопротивления. 

На схеме элемент изображается линией желтого цвета, соединяющей связываемые 

им узлы. 

 

 
 

Рис. 3.7.4. Элемент типа “канат”. 
    а – схема элемента,  б – равновесие сил на элементарном участке. 
 

 

Для элемента обеспечены вычисление и вывод растягивающего усилия Px , 

действующего по оси ox  локальной системы координат элемента.  Ось ox проходит через 

центр сечения элемента и направлена от узла  с меньшим локальным номером  к узлу   с 

большим локальным номером.  Вывод может быть выполнен как в виде эпюр (рис.3.7.2б), 

так и в виде цветовой закраски. 

Не допускается описание одного каната в нескольких записях путём их 

последовательного соединения. При необходимости описания канатов  переменного 

сечения необходимо создать один базовый элемент с минимальными значениями 

приведенной жёсткости EF  и погонной массы, а затем, на участках, где значения этих 

величин должны быть больше, следует добавить элементы с характеристиками, равными 

разности между базовыми и требуемыми. Все узлы добавляемых элементов должны быть 

соединены с узлами базового элемента. 
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3.8. Связь конечной жесткости 
 

Данный элемент используется для описания ситуаций, когда имеет место упругая 

связь с заданными величинами жесткостей в направлении осей системы координат и 

угловых жесткостей,  препятствующая отноcительному смещению и повороту  двух узлов.  

Связь описывается номерами связываемых узлов i и j и значениями приведенных 

линейных (Kx, Ky, Kz )  и угловых жесткостей (Kfx, Kfy, Kfz )  относительно осей глобальной 

системы координат. 

По результатам расчета перемещений при решении задач для элемента 

определяются силовые факторы - усилия и моменты относительно координатных осей, в 

направлении которых в элементе заданы ненулевые жесткости. На схеме изображается 

линией  голубого цвета, соединяющей связываемые элементом узлы. 
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3.9. Неудерживающая связь 
 

КЭ предназначен для описания случаев контактной связи между парой узлов с 

нелинейной зависимостью реакции  связи  от величины деформации. Связь возникает 

только при наличии деформации сжатия после выбора зазора. Характеризуется 

константами K и определяющими зависимость реакции от величины деформации и 

величиной начального зазора Do (рис. 3.9.1.), соответствующего исходному положению 

модели, в виде: 

, 

где  

 

  - приведенная к узлу i деформация, 

- перемещения узлов i и j соответственно в направлении оси ox локальной 

системы координат элемента. 

Ориентируется также, как и стержневые элементы. По результатам расчета 

перемещений при решении задач для элемента определяется усилие, действующее в 

направлении оси ox локальной системы координат элемента.  На схеме изображается 

линией зеленого цвета, соединяющей узлы i и j. 

В задачах с малыми перемещениями при отрицательном зазоре создает усилие, а 

при наличии начального зазора из рассмотрения исключается.  

При рассмотрении переходных динамических процессов с учётом больших 

перемещений отслеживается возникновение и исчезновение связи по текущим 

перемещениям узлов. 

 

 

 

 

 

Рис. 3.9.1. Неудерживающая связь в 
локальной системе координат. 
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3.10. Кулисный-механизм 
 

Элемент предназначен для описания кинематической связи между узлами, 

связанными с кулисами и узлами, связанными с направляющей (рис.3.10.1.). Эти узлы 

должны принадлежать другим типам элементов, описывающих реальные части 

конструкции (стержни, пластины, объемные элементы и др.). Направляющая может 

состоять из нескольких смежных участков, которые не должны накладываться и 

пересекаться.  

Элемент накладывает на узлы кинематическую или упругую связь, при которой 

текущие координаты узла, связанного с кулисой линейно изменяются при его 

перемещении между узлами, связанными с участком направляющей. Каждый участок 

имеет свою локальную систему координат, начало которой лежит в узле i, а ось ox 

проходит через узел  j. Эти узлы ограничивают рассматриваемый участок направляющей, 

и условием существования связи является нахождение узла, связанного с кулисой , на 

отрезке 0 < Xk < Xj , где Xk  -  x- координата кулисы,  Xj -  x- координата точки j, 

ограничивающей отрезок.  Таким образом, если кулиса вышла за пределы направляющей, 

то никаких связей не накладывается. В локальной системе координат, уравнения связи 

записывается в виде  Yk = 0 и  Zk = 0, где Yk  и  Zk  y  и z  координаты  узла, связанного с 

кулисой, в локальной системе координат.  Связь считается упругой, когда для элемента 

задается предварительно определённое в Н/м конкретное значение жесткости  Kп  = Pп /  , 

где Pп сила, приложенная к кулисе перпендикулярно направляющей,  - смещение под 

действием этой силы. Здесь имеется в виду местная жесткость.  Кроме того, между 

кулисой и направляющей может иметь место зазор, задаваемый в миллиметрах.  В 

исходном положении зазор считается симметричным, т.е. одинаковым во всех 

направлениях. Иное положение реализуется заданием соответствующих начальных 

условий (перемещений). 

Один элемент может объединять несколько независимых друг от друга точек, 

связанных с кулисами, моделируя их связь с направляющей, которая, в свою очередь, 

может состоять из нескольких смежных участков. 
  

 
Рис. 3.10.1. Кулисный механизм: а - расчетная схема;  б - участок направляющей и 

его локальная система координат;  1 - направляющая; 2 - кулисы. 
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Направляющая элемента может располагаться как на смежных элементах, так и на 

собственной направляющей трубчатого сечения с упругими свойствами стержневого 

элемента. 

  

Элемент обладает следующими виртуальными свойствами: 

 Точки кулис можно не указывать. В этом случае кулисы определяются как 

точки, расположенные на участках направляющей. Контролируемая область 

при этом определяется длиной участка, и расстоянием по нормали от линии. 

Максимальное расстояние определяется либо как радиус наружной 

поверхности собственной направляющей, либо, при её отсутствии, 

принимается равным 0,05L, где L – длина участка.  

 При наличии собственной направляющей её начальная и конечная точки по 

умолчанию считаются виртуальными, если явно не связаны с другими 

элементами. 

 

Для элемента задаются следующие параметры: 

1. Количество Nк и номера узлов, связанных с кулисами. При задании  Nк=0 

кулисы определяются из внешних для элемента узлов, находящихся в 

контролируемой области.  

2. Номера узлов, связанных с направляющей. Номера должны задаваться 

строго последовательно по участкам и не должны иметь перекрывающихся 

участков. 

3.  Коэффициент трения в парах кулисы-направляющие. 

4.  Приведенная жёсткость, Н/м. Здесь задаётся местная жёсткость в области 

контакта. При задании нулевой величины кулисы считается абсолютно 

жёсткими. 

5. Зазор в исходном положении, мм. 

6. Внутренний диаметр d и толщина стенки h направляющей. При задании d=0 

сечение считается круглым. При d=0 и h=0 собственная направляющая 

отсутствует и располагается на внешних элементах. 

 

При наличии собственной направляющей для нее выводятся те же напряжения и 

усилия, что и для стержневого элемента.  

 

 На схеме программа изображает направляющую отрезками прямых зеленого цвета, 

а кулисы - окружностями диаметром 2 мм.  

При наличии собственной направляющей она отображается как стержень круглого 

сечения зелёного цвета. 
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3.11. Контактные элементы. 

 

Элементы предназначены для описания различных случаев кинематической 

неудерживающей связи между контактными элементами (точками, шарами или 

роликами), и участками поверхности модели. Связь возникает в момент выполнения 

условий контакта. Результатом возникновения связи является появление упругой реакции, 

препятствующей сближению контактирующих тел. 

Условия контакта, способы их контроля и определения упругих реакций   

определяются геометрическими особенностями контактирующих поверхностей и целями 

моделирования. Представленная далее библиотека контактных элементов охватывает 

достаточно широкий набор возможных вариантов. Следует иметь в виду, что 

моделирование контактных взаимодействий требует выполнения значительного объёма 

вычислений. Чем больше возможных вариантов контакта реализует элемент, тем больший 

объём вычислений требуется. Поэтому, при выборе элементов для описания контактных 

взаимодействий возможные условия контакта следует ограничивать. Так, если заранее 

известно, какие узлы и поверхности вступают в контакт, то следует применить элементы 

локального контакта и т.д.  

Точки элементов этой группы по умолчанию считается виртуальными, если не 

связаны с другими элементами. 

 

 

3.11.1. Контактные точки.  
 

Контактные точки – это обычные узлы, которые обозначены как контактные, и для 

которых полагается, что они могут вступать в контакт с другими контактными 

элементами. 

Возможность контакта контактной точки и контактной поверхности проверяется и 

моделируется всегда. 

Контакт контактной точки с контактными шарами, роликами и конусами 

проверяется и моделируется только в тех случаях, если в описании этих элементов указана 

возможность контакта с контактными точками.  

При моделировании контактного взаимодействия с использованием этих элементов 

рассматривается контакт точки и поверхности.   

Каждый контактный элемент анализирует только те контактные точки, запись с 

описание которых расположена перед записью с данными об этом элементе.  

На схемах контактные точки отображаются окружностями зелёного цвета 

(рис.3.11.2.1). 

 

3.11.2. Контактные поверхности.  
 

Контактная поверхность представляет собой четырехугольник произвольной 

формы или треугольник, и может вступать в контакт с контактными точками, а также с 

контактными шарами, роликами и конусами.  При этом, в описании контактных шаров, 

роликов и конусов должно быть указано, что они могут контактировать с другими 

контактными элементами.  

Геометрически контактные поверхности могут быть плоскими, осесимметричными 

и сферическими.  

Реализовано два основных типа контакта, реализуемых поверхностями–глобальный 

и локальный. 
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При глобальном контакте анализируется контакт со всеми точками и телами, 

описание которых расположено перед описанием поверхности. Этот тип контакта 

предназначен для моделирования механизмов, в которых контактирующие пары 

изменяются в ходе моделируемого процесса. 

При локальном контакте полагается, что узлы, с которыми осуществляется контакт, 

известны заранее и не изменяются. Этот тип контакта предназначен для моделирования 

различных разъёмных и неразъёмных соединений деталей, в которых относительное 

положение контактирующих поверхностей и точек не изменяется. 

 

3.11.2.1. Глобальный контакт 
 

Элемент плоской контактной поверхности при моделировании контакта с точкой 

представлен на рис. 3.11.2.1б.   

Узлы поверхности, контактных точек, шаров и роликов  должны принадлежать 

другим типам элементов (рис. 3.11.2.1а.), описывающим реальные части конструкции 

(стержни, пластины, объемные элементы и др.).  

Локальная система координат элемента xoyz ориентирована следующим образом: 

-начало расположено в центре элемента (на пересечении диагоналей); 

-ось  ox  параллельна прямой, проходящей через середины сторон i - j  и k - l; 

-плоскость xoy параллельна прямой, проходящей через середины сторон  j - k   и  i - 

l. 

 

 
Рис. 3.11.2.1. Контакт плоской поверхности с точкой: а - пример расчетной 

схемы при описании контакта кулачок-рычаг;  б - элемент в локальной системе 
координат; 1 - контактные точки; 2 - контактная поверхность. 

 
 

При вычислениях проверяются условия нахождения контактной точки внутри тела, 

а также внутри фигуры, ограничивающей поверхность.  Элемент полагается упругим, т.е. 

при выполнении условий наличия контакта упругие свойства элемента описываются 

матрицей жесткости. Жесткость элемента принимается значительно больше жесткости 

связываемых элементов. Это обеспечивает выполнение кинематических условий связи с 

достаточной точностью, и, одновременно,  обеспечивает возможность определения 

нормальной реакции в точке контакта Rк  для определения силы трения Fтр = - kтр Rк, 

препятствующей относительному перемещению контактной точки и точки поверхности в 

плоскости контакта. 
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Условия наличия контакта для плоских элементов в виде   Zp < Zs , где Zp - Z - 

координата контактной точки, Zs - Z - координата контактной поверхности в точке с 

координатами Xp   ,   Yp в локальной системе координат элемента. 

Для осесимметричных контактных элементов это условие запишется в виде Rp<Rs  

– для случая, когда ось элемента находится ниже поверхности элемента (рис.3.11.2.2а), 

или Rp>Rs – для случая, когда ось элемента находится ниже поверхности элемента 

(рис.3.11.2.2б). Полагается, что радиус поверхности изменяется линейно от узла к узлу и 

определяется по радиусам в узлах с использование функций формы элемента. При этом, 

для больших перемещений текущее положение узлов оси симметрии не имеет значения. 

Радиусы поверхности и кривизна считаются постоянными и определяются по исходным 

координатам узлов. Осесимметричные поверхности позволяют корректно моделировать 

соединение деталей с натягом (рис.3.11.2.2в). В этом случае узлы соединяемых 

поверхностей выравниваются по цилиндрическим поверхностям, соответствующим их 

реальным диаметрам. Сетки соединяемых таким образом частей модели могут не 

совпадать. В результате решения контактирующие узлы точек и поверхностей будут 

выровнены по осесимметричной поверхности, соответствующей равновесию 

конструкции. 

В реальных конструкциях контактная точка может находиться с ниже контактной 

поверхности при отсутствии реального контакта. Для моделирования этой ситуации 

введено дополнительное условие наличия контакта Zt < Zp, где Zt =-t,  t – глубина 

контроля точек, обычно принимаемая равной толщине звена в рассматриваемой точке. 

Полагается, что на контактирующих поверхностях имеет место кулоново трение, 

т.е. распределённая по поверхности сила трения трf


 пропорциональна  давлению в 

контакте кp  и препятствует относительному смещению поверхностей. 

  , 

где  трk  - коэффициент трения, связывающий нормальное давление на 

поверхности контакта с распределённым по поверхности усилием,  препятствующим 

относительному смещению контактирующих поверхностей.  

Для элемента задаются: 

– номера ограничивающих узлов  i, j, k, l; 

– тип контакта - глобальный; 

– глубина контроля точек t; 

– коэффициент трения kтр; 

– для осесимметричной поверхности задаются номера узлов m и  n, через которые 

проходит ось симметрии элемента. 

В обычном режиме осесимметричные и плоские поверхности отображаются 

одинаково – четырёхугольниками зелёного цвета.  Отличие проявляется в режиме 

отображения локальных систем координат элементов. В этом режиме середины 

осесимметричных элементов соединяются с точками, определяющими положение их оси, 

прямыми (рис.3.11.2.2г). 

При задании исходных данных контактные точки и контактные поверхности 

описываются отдельно, и в ходе вычислений для каждого элемента проверяются условия 

контакта со всеми контактными точками 
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Рис. 3.11.2.2. Осесимметричные контактные поверхности: а – наружная (ось 
ниже поверхности);  б – охватывающая (ось выше поверхности); в – 
выполнение условий контакта при расчёте соединения с натягом; г – образ 
элемента в режиме отображения локальных систем координат КЭ; 
1 – контактные точки; 2 – контактные поверхности. 

 
 

3.11.2.2. Локальный контакт 

 
Для локального контакта характерна возможность предварительного определения 

контактных точек для каждой поверхности. Примерами здесь могут служить различные 

разъёмные соединения, в которых относительное перемещение контактирующих 

поверхностей незначительно – фланцевые соединения, шлицевые, шпоночные и пр.  

Типы и свойства локальных контактов рассмотрены в п.3.11.4. 

Точки, контактирующие с поверхностями, определяются на начальном этапе 

расчёта при анализе геометрии. При этом контактными считаются точки, находящиеся в 

контролируемой области, ограниченной расстоянием  на h от поверхности, задаваемым в 

исходных данных. Для плоских поверхностей расстояние определяется по нормали к 

поверхности, для осесимметричных – по радиусу Рис.3.11.2.3). 

Таким образом, для данного элемента указываются только поверхности и размер 

контролируемой области. Топология контакта строится автоматически в процессе 

вычислений.  

Для элемента задаются: 

– номера ограничивающих узлов  i, j, k, l; 

– тип локального контакта (геометрический, относительный, постоянный, жёсткое 

соединение, резьбовое соединение); 

- параметры контакта; 

– Контролируемое расстояние h; 
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– для осесимметричной поверхности задаются номера узлов m и  n, через которые 

проходит ось симметрии элемента. 

 
 

 

 
 

Рис. 3.11.2.3. Определение контактных точек для локальной контактной 
поверхности: а – для плоской,  б – для осесимметричной. 

1 – контактная поверхность, 2 – точки контакта. 
 

3.11.2.3. Контакт тело-поверхность 
 

Контактные шары и ролики (рис.3.11.2.4.), подробнее рассмотренные далее, 

характеризуются диаметром. Шар связан с одним узлом i, расположенным в его центре. 

Ролик связан с двумя узлами i и j, расположенными на его оси в крайних точках. Толщина 

ролика определяется расстоянием между узлами.  

Жёсткость этих элементов определяется в соответствии с их размерами для случая 

контакта плоскость шар и плоскость-цилиндр соответственно.  

Следует иметь в виду, что при взаимодействии с контактной поверхностью для 

ролика условия контакта проверяются для окружностей, проходящих через его узлы, 

поэтому если контактная поверхность или её ребро пройдёт между узлами, то контакт  не 

считается установленным.  

Контактные поверхности, контактирующие с контактными точками, шарами и 

цилиндрами, называются глобальными, или поверхностями глобального контакта.  

Между описаниями контактных точек и контактных поверхностей существует 

позиционная зависимость. Контактные поверхности воспринимают только те контактные 

точки, описания которых расположены перед описаниями поверхностей. Таким образом 

составляется группа контактных элементов (точки-поверхности). Таких групп может быть 

несколько в одном наборе данных.   В каждой группе может быть только одна запись с 

описанием поверхностей. Описаний точек может быть несколько. Описание такой группы 

заканчивается записью с описанием контактных поверхностей. 

Аналогичная зависимость существует между описаниями контактных 

поверхностей и контактных тел (шары, цилиндры, конусы). Контактные поверхности 

воспринимают тела, описания которых расположены перед описаниями поверхности. 
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Рис. 3.11.2.4. Контакт шара и ролика с поверхностью: а – шар и контактная 
поверхность; б – ролик и контактная поверхность. 
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3.11.3.Контактная группа 

 
Отличием поверхностей, входящих в контактную группу, является то, что в 

качестве контактных точек рассматриваются только узловые точки поверхностей, 

входящих в данную группу.  Так ограничивается число возможных контактов. Также, как 

и для поверхностей контакт может быть локальным и глобальным. 

Структурно описания поверхностей, входящих в конкретную группу, 

объединяются    отдельную запись. 

Простейшим примером, для описания которого целесообразно использование 

контактной группы, может служить подшипник качения, где в контакт могут вступать 

только точки трущихся поверхностей, расположенные на оси и подшипнике. Для 

моделирования этого соединения необходимо каким-либо образом ввести  контактные 

поверхности, расположенные на соприкасающихся поверхностях оси и втулки, и 

объединить их в отдельную запись. Пример использования нескольких контактных групп 

представлен на рис.3.11.3.1.   Моделируется соединение рычага и цапфы. Рычаг и ось 

могут  поворачиваться относительно друг друга вокруг оси цапфы. Фланец рычага 

упирается в бурт цапфы, что ограничивает перемещение рычага в  направлении оси 

цапфы. На рис.3.11.3.1б представлена КЭ-модель рассматриваемого узла. На рис.3.11.3.1в 

представлены группы контактных поверхностей, моделирующие контакты в узле.  

Очевидно, что поверхности бурта и торца рычага никогда не войдут в контакт с 

точками цилиндрических поверхностей рычага и цапфы. Поэтому, контактные 

поверхности целесообразно объединить в отдельную контактную группу. Аналогично, 

цилиндрические поверхности объединяются в отдельную контактную группу. Структура 

набора данных, описывающего перечисленные соединения, должна иметь следующий 

вид. 
 
    № п/п     имя записи         тип данных, хранящихся в записи 

        1    ________________    координаты узловых точек 

        2    Цапфа___________    объёмные КЭ (8 узлов) 

        3    Рычаг___________    объёмные КЭ (8 узлов) 

        4    Бурт-торец______    контактная группа 

        5    Ось-втулка______    контактная группа 
 

Геометрия и параметры элементов  контактных групп, задаются также, как и для 

поверхностей глобального контакта (см.п.3.11.2).  
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Рис. 3.11.3.1. Контактные группы. 

 а – схема соединения цапфы и рычага;  б – модель узла; в – описание 
контактов и создание контактных групп. 

1 – цапфа, 2 – рычаг, 3 – контактная группа моделирующая взаимодействие 
бурта цапфы и торца рычага,  4 - контактная группа моделирующая 

взаимодействие цилиндрических поверхностей цапфы и  рычага 
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3.11.4. Поверхности и точки локального контакта 
 

Отличием поверхностей локального контакта является возможность 

предварительного определения контактных точек для каждой поверхности. 

Примерами здесь могут служить различные разъёмные соединения, в которых 

относительное перемещение контактирующих поверхностей незначительно – фланцевые 

соединения, шлицевые, шпоночные и пр. 

В описании топологии поверхностей данного типа присутствуют номера узлов, 

определяющих поверхность, а также номера узлов (от одного до четырёх), с которыми 

поверхность может вступать в контакт. Если точек возможного контакта больше, то 

задаётся ещё одна поверхность и т.д. 

Для поверхностей локального контакта задаются следующие свойства. 

1. Тип контакта. Различаются следующие типы контактов: 

 геометрический; 

 относительный; 

 постоянный; 

 жёсткое соединение; 

 резьбовое соединение. 

 Для геометрического контакта положение контактирующих с поверхностью точек 

при анализе возникновения контакта определяется по заданным координатам точек.  

Для относительного контакта величина начального зазора (расстояние от 

поверхности до контактной точки) задаётся в исходных данных для элемента. При этом, 

независимо от  фактического расположения точек и поверхности полагается, что в 

исходном положении при нулевом зазоре контактные точки находятся на контактной 

поверхности. Схема идеализации для относительного контакта представлена на 

рис.3.11.4.1. Относительный контакт удобен в случаях, когда величины зазоров (натягов) 

малы по сравнению с размерами модели, а также при необходимости вариантных расчётов 

с различными величинами зазоров в соединениях, В этом случае изменение величин 

зазоров не требует коррекции положения узлов, а сводится только к заданию величин 

зазоров, что упрощает редактирование данных. 

 
 

Рис.3.11.4.1. Идеализация геометрии для относительного локального контакта. 
а - реальное положение узлов в модели,  б – принимаемое положение узлов при 
контроле контакта и нулевом зазоре, в - принимаемое положение узлов при 
контроле контакта и заданном зазоре  h. 
1 – контактная точка,  2 – поверхность относительного локального контакта.   
 

Постоянный контакт является разновидностью геометрического, для которого 

заранее известно,   что поверхности, в силу особенностей моделируемого объёкта, 

находятся в постоянном контакте. 
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При жёстком соединении перемещения контактных точек полностью определяются 

перемещениями точек контактной поверхности. Этот вид локального контакта описывает 

неразъёмное соединение и, по существу, является аналогом редуцирования узлов. 

Резьбовое соединение является разновидностью постоянного контакта и учитывает 

возникающее вследствие наклона поверхности витков резьбы усилие, направленное по 

нормали к поверхности. Предназначено для приближённого моделирования резьбовых 

соединений, когда характерные размеры (высота и шаг витков) резьбы значительно 

меньше размеров элемента поверхности (рис.3.11.4.2а). Полагается, что усилие 

контактного взаимодействия действует по нормали к поверхности витков резьбы. В 

результате, распределённая по поверхности сила взаимодействия pxy , действующая в 

плоскости поверхности контакта, будет вызывать распределённую по поверхности силу 

pя, направленную по нормали к поверхности и стремящуюся разъединить 

контактирующие поверхности. Механизм возникновения этой силы проиллюстрирован на 

рис.3.11.4.2.б.    Угол наклона поверхности витков резьбы принимается равным 45 град. 

Для осесимметричной поверхности при определении усилия рассматривается только 

относительное смещение поверхностей в осевом направлении. 

 

 
Рис.3.11.4.2. Идеализация резьбового соединения в локальном контакте. 
а – соотношение размеров элемента и шага резьбы,  б – механизм возникновения 
нормальной к поверхности элемента силы взаимодействия.   
 

 

2.   Форма поверхности. Также как и для глобальных контактных поверхностей 

(см.п.3.11.2), реализованы следующие виды форм поверхности локального контакта: 

 плоская; 

 осесимметричная; 

 сферическая. 

Для осесимметричной поверхности необходимо выделить осевые узлы.  

Сферическая поверхность задаётся путём соединения осевых узлов осесимметричной 

поверхности. 

 

3. Параметры относительного смещения поверхностей в плоскости контакта. 

Возможно задание следующих параметров: 

 идеальное скольжение (без трения); 

 проскальзывание с трением (сила трения, пропорциональна нормальному 

давлению в контакте); 

 отсутствие проскальзывания. 



 

 

144 

Учёт силы трения реализуется тем же способом, что и для поверхностей 

глобального контакта. Для учёта силы трения задаётся коэффициент трения трk , 

связывающий нормальное давление на поверхности контакта с распределённым по 

поверхности усилием, препятствующим относительному смещению контактирующих 

поверхностей.  
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3.11.5. Контактные тела. 
 

Точки элементов этой группы по умолчанию считаются виртуальными, если не 

связаны с другими элементами. 

 
3.11.5.1. Контактный шар. 

 
Контактный шар представляет собой элемент со сферической контактной 

поверхностью, положение которого определяется перемещениями узла, расположенного в 

центре элемента. Элемент обладает массой и упругими свойствами. 

При непосредственном описании, для элемента задаются номер узла i, диаметр D , 

масса M, и возможные варианты контакта. Элемент обеспечивает возможность 

моделирования следующих случаев контакта: 

- с другими контактными элементами (поверхности, шары, ролики); 

- с контактными точками; 

- со всеми узловыми точками; 

- локальный геометрический контакт; 

- жёсткая связь;  

- виртуальный шарнир. 

Кроме того, предварительно, в соответствующей записи, для элемента задаются 

механические свойства материала – модуль упругости и коэффициент Пуассона.  

Жёсткость в месте контакта определяется формулам Герца в соответствии с 

моделируемым случаем контакта (шар с шаром, шар с цилиндром). При этом контакт с 

точками и поверхностями рассматривается как контакт шара с плоскостью.  

Контакт с другими контактными элементами. Предполагает контакт только с 

перечисленными типами элементов. Пример использования контакта с другими 

контактными элементами для решения задачи о соударении шаров, перемещающихся на 

плоскости, представлен на рис.3.11.5.  В исходном положении (t = 0) один из шаров имеет 

начальную скорость V0.   

 

 
Рис. 3.11.5. Положения контактных шаров в задаче о множественных 

соударениях шаров. 
 

Контакт со всеми узловыми точками. При указании этого типа контакта 

контактные точки контролируются автоматически, так как являются подмножеством 

узловых точек. Использование контакта с узловыми точками целесообразно в случаях, 

когда элемент используется как разрушающий конструкцию, или, когда модуль упругости 

материала контактирующего с шаром элемента конструкции значительно ниже модуля 

упругости материала шара, или при размере элементов сопрягаемой поверхности менее 

0.3D. Примером может служить модель шаровой опоры, представленная на рис.3.11.5. 

Здесь рычаги 2 и 5, вкладыши 4 изготовлены из более податливого материала, чем палец 

3, смоделированный стержнем и контактными элементами. Если, как в этом примере, 

точки контакта заранее известны и изначально находятся на расстоянии не более 0.1D, то 

целесообразнее использовать локальный геометрический контакт. 
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Рис. 3.11.5. Моделирование  шаровой опоры с использованием контактных 
элементов: а – расчётная схема;  б – конечно-элементная модель.1 - гайка, 
2 -рычаг, 3 - палец, 4 - вкладыши, 5 - рычаг , 6 - стопорное кольцо, 7 - 
крышка, 8 – КЭ контактное кольцо, 9 – объёмные КЭ, 10 – КЭ контактный 
конус, 11 – КЭ стержень, 12 – КЭ контактный шар. 
 
Жёсткая связь. Предполагает жёсткое соединение узлов, находящихся в 

контролируемом объёме, т.е. расположенные на расстоянии не более 0.5D от узла i.  

Пример использования элемента в этом режиме представлен на Рис. 3.11.6. 

 
 
Рис. 3.11.6. Моделирование соединения стойки стеллажа с панелью. а – 
общий вид в режиме объёмного отображения стержней, б – расчётная 
схема. 1 – контактный шар, 2 –стержни, 3 – пластины, моделирующие 
полку, 4 – узел, в котором расположен центр шара, 5 – связываемые узлы. 
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Виртуальный шарнир. Накладывает на все узлы, находящихся в 

контролируемом объёме, кинематическое условие вида r = const, где r - радиус узла 

относительно центра шара (узла i). При этом все захваченные узлы вращаются 

вокруг центра шара.  

Пример использования элемента в этом режиме представлен на рис.3.11.7. 

 
 

Рис. 3.11.7. Моделирование шарнирного соединения тяги кривошипного 
механизма с пальцем. 1 - контактный шар, 2 -тяга, 3 - палец, 4 – маховик.   
 
Удобством использования элемента в режимах жёсткой связи и виртуального шарнира 

является отсутствии необходимости непосредственной связи узлов, что позволяет независимо 

редактировать и заменять соединяемые части модели. 

На схемах шар, отображающий элемент, имеет для контакта -зелёный цвет, для 

жёсткого соединения - коричневый, а для виртуального шарнира - бирюзовый. 
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3.11.5.2. Контактный ролик. 

 

Контактный ролик представляет собой элемент с цилиндрической контактной 

поверхностью, положение которого определяется перемещениями узлов i и j, 

расположенных на оси элемента и ограничивающих его длину (рис.3.11.5).  

Элемент обладает массой и упругими свойствами в области контакта. Осуществляется 

связь узлов i и j аналогичная стержневому элементу с 12-ю степенями свободы.  

Элемент обеспечивает возможность моделирования следующих случаев контакта: 

- с другими контактными элементами (поверхности, шары, ролики); 

- с контактными точками; 

- с узловыми точками. 

- локальный геометрический контакт; 

- жёсткая связь;  

- виртуальный шарнир. 

В режимах контакта с точками и элементами контролируется только 

цилиндрическая поверхность. 

Элемент обладает виртуальными свойствами: его узлы жёстко соединяются с 

рёбрами и гранями элементов, находящимися на расстоянии менее 0,025 его диаметра D. 

Режим отображения элемента (объёмный, прозрачный) устанавливается теми же 

командами, что и для стержневых элементов. 

  
 
 
Рис. 3.11.8. Контактный ролик. Схема элемента:  

а – общий вид, б – виртуальный контакт узла элемента в виде 
жёсткой связи узла i  с гранью  klmn объёмного  КЭ. 

 
При непосредственном описании, для элемента задаются номера узлов  i и j, 

диаметр D , масса M, и возможные варианты контакта. Контролируется только 

цилиндрическая поверхность.  

Кроме того, предварительно, в соответствующей записи, для элемента задаются 

механические свойства материала – модуль упругости и коэффициент Пуассона.  

Длина элемента определяется положением узлов i и j. 

Жёсткость в месте контакта с другими контактными элементами определяется по 

формулам Герца в соответствии с моделируемым случаем контакта.  

Контакт с точками рассматривается как контакт цилиндра с плоскостью. При этом 

условная длина цилиндра принимается равной размеру конечных элементов, 

стыкующихся в узле.   

При указании возможности контакта со всеми узловыми точками контактные точки 

контролируются автоматически, так как являются подмножеством узловых точек. 
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Контакт с другими контактными элементами. Предполагает контакт только с 

поверхностями, шарами и роликами. 

Контакт со всеми узловыми точками. При указании этого типа контакта 

контактные точки контролируются автоматически, так как являются подмножеством 

узловых точек. Использование контакта с узловыми точками целесообразно в случаях, 

когда контактные точки заранее неизвестны или их количество велико. Примером может 

служить использование элемента для разрушения конструкции. 

Если точки контакта заранее известны и изначально находятся на расстоянии не 

более 0.1D от поверхности цилиндра, то целесообразнее использовать локальный 

геометрический контакт. 

Жёсткая связь. Предполагает жёсткое соединение узлов, находящихся в 

контролируемом объёме, т.е. расположенные на расстоянии не более 0.5D от поверхности 

шара.   

Виртуальный шарнир. Накладывает на все узлы, находящихся в контролируемом 

объёме, кинематическое условие вида r = const, где r - радиус узла относительно оси 

элемента, проходящей через узлы i и j. При этом все захваченные узлы вращаются вокруг 

центра оси.  

Пример использования элемента в режиме жёсткой связи и виртуального шарнира 

представлен на рис.3.11.9. 

 
Рис. 3.11.9. Моделирование маховика и подшипника кривошипного 
механизма с пальцем: а – общий вид в режиме объёмного отображения 
стержней, б – расчётная схема. 1 – маховик (жёсткая связь), 2 –опора 
(виртуальный подшипник), 3 – узлы связанные элементом в режиме 
жёсткой связи, 4 – узлы связанные элементом в режиме виртуального 
подшипника.   
 
Удобством использования элемента в режимах жёсткой связи и виртуального шарнира 

является отсутствии необходимости непосредственной связи узлов, что позволяет независимо 

редактировать и заменять соединяемые части модели. 

На схемах шар, отображающий элемент, имеет для контакта зелёный цвет, для 

жёсткого соединения - коричневый, а для виртуального шарнира - бирюзовый.  
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3.11.5.4. Контактный конус.  

 

 

Контактный конус представляет собой элемент с конической контактной 

поверхностью, положение которого определяется перемещениями узлов  i и j , 

расположенных на оси элемента и ограничивающих его длину (рис.3.10.6). 

 Элемент обладает упругими свойствами в области контакта. Связь узлов i и j не 

осуществляется. Эти функции возлагаются на другие элементы, входящие в  модель. 
 

 
 
 

Рис. 3.11.10. Контактный конус. 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
При непосредственном описании, для элемента задаются номера узлов  i и j, 

диаметры D1  и  D2 , и возможные варианты контакта. Контролируется только 

цилиндрическая поверхность. Элемент обеспечивает возможность моделирования только 

следующих случаев контакта: 

- с контактными точками; 

- с узловыми точками. 

Реализованы два варианта расположения точек контролируемой области снаружи 

поверхности и внутри поверхности. 

Предварительно, в соответствующей записи, для элемента задаются механические 

свойства материала – модуль упругости и коэффициент Пуассона.  

Длина элемента  определяется текущим положением узлов i и j . 

Контакт с точками рассматривается как контакт цилиндра с плоскостью. При этом 

условная длина цилиндра принимается равной размеру конечных элементов, 

стыкующихся в узле. При указании возможности контакта со всеми узловыми точками 

контактные точки контролируются автоматически, так как являются подмножеством 

узловых точек. 
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3.11.5.4. Контактное кольцо.  
 

Контактное кольцо представляет собой элемент с плоской контактной 

поверхностью, нормальной к оси элемента, проходящей через узлы i  и  j .  положение 

которого определяется перемещениями узлов  i и j , расположенных на оси элемента и 

ограничивающих его длину (рис.3.11.11). Поверхность контакта ограничена внутренним 

D1 и наружным D2 диаметрами.  Таким образом, контролируемая область ограничена 

плоскостями, нормальными оси элемента и проходящими через узлы i  и   j   и диаметрами 

D1  и D2 . Полагается, что узлы, попавшие в контролируемую область, вступают в контакт 

с элементом и выравниваются в контактной плоскости, нормальной оси и проходящей 

через узел i .  

На графических схемах изображается двумя окружностями c диаметрами D1  и D2 , 

лежащими в плоскости выравнивания и центром в узле i, и прямыми, параллельными оси 

и равными по длине контролируемой области.  

 
Рис. 3.11.11. Контактное кольцо: 
а - схема элемента;  б - изображение на графических схемах. 
1 –поверхность контакта;  2 - контролируемая область. 
 

Элемент обладает упругими свойствами в области контакта. Связь узлов i и j не 

осуществляется. Эти функции возлагаются на другие элементы, входящие в  модель. 

При непосредственном описании, для элемента задаются номера узлов  i и j, 

диаметры D1  и  D2 , и возможные варианты контакта.  

Элемент обеспечивает возможность моделирования только следующих случаев 

контакта: 

- с контактными точками; 

- с узловыми точками. 

Предварительно, в соответствующей записи, для элемента, при необходимости, 

задаются механические свойства материала – модуль упругости и коэффициент Пуассона.  

Длина элемента определяется текущим положением узлов i и j . 
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3.11.5.5. Осесимметричный контактный контур.  

 

Осесимметричный контактный контур представляет собой контактный элемент, 

поверхность которого симметрична относительно оси, а образующая описывается 

отрезками прямых. Предназначен для описания взаимодействия сложных 

осесимметричных поверхностей с контактными шарами и точками. Пример 

использования элемента представлен на рис.3.11.5.5.1. Поверхность фиксатора 1 

взаимодействует с подпружиненными шариками 2, которые, вследствие наклона 

поверхности к оси, создают усилие, препятствующее смещению фиксатора в направлении 

его движения. 

 

 
 
Рис. 3.11.5.5.1. Пример использования контактного контура.  а – исходное 

положение элементов, б и в – положение элементов а различные моменты 
времени.1 – контактный контур, 2 – контактный шар, 3 – пружина. 
 

Схема элемента представлена на рис.3.11.5.5.2а.  Перемещение и равновесие 

элемента определяется первым узлом i . Этот узел имеет шесть степеней свободы и нём 

находится начало локальной системы координат.  Второй узел  j  ориентирует ось 

симметрии элемента, совпадающую с осью ox  ЛСК элемента. Остальные точки 

описывают образующую поверхности элемента. При этом исключительно важен порядок 

нумерации: взаимодействующие с элементом шары и точки должны находиться слева от 

участка образующей по направлению обхода. При этом ось элемента должна быть 

направлена слева направо, а точки образующей находиться выше оси. 

 
Рис. 3.11.5.5.2. Расчётные схемы элемента:  а – порядок нумерации узлов, б 

– к вопросу учёта трения, в – взаимодействие элемента с точками. 
 

Элемент учитывает трение в контактах. Силы трения определяются выражением  

fтр = kтрFn  , где  kтр  и  Fn - коэффициент трения и нормальная сила в контакте 

соответственно.   
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Следует учитывать, что при пространственном движении элемент требует 

соединения с другими КЭ. 

При описании, для элемента задаются: 

1. Номера узлов i,  j, k1,…kn (n не менее 4-х). 

2. Глубина контроля точек h. Точки и шары, находящиеся глубже h относительно 

образующей не контролируются. Это необходимо для замкнутых и сложных 

контуров. и возможные варианты контакта. Контролируется только 

цилиндрическая поверхность.  

3. Контактность элемента. Элемент обеспечивает возможность моделирования 

только следующих случаев контакта: 

- с контактными точками и шарами; 

- со всеми узловыми точками и шарами.  

При указании возможности контакта со всеми узловыми точками контактные точки 

контролируются автоматически, так как являются подмножеством узловых точек. 

Рассматриваются только шары, описание которых (запись) находится перед 

описанием контура. 

Предварительно, в соответствующей записи, для элемента задаются механические 

свойства материала – модуль упругости и коэффициент Пуассона.  

Элемент вводится интерпретацией примитивов. При ошибочном вводе  

направление можно поменять на противоположное командой изменения направления 

стержневых элементов.  
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3.11.6. Фиксатор. 
 

Элемент связан с одним узлом и  предназначен для моделирования  ограничений 

перемещений и поворотов. Характеризуется следующими параметрами. 

1. Номер узла и направление перемещения (или угла поворота), для которого задаётся 

ограничение. 

2. Приведенная жёсткость  k . Может линейно зависеть от перемещения. 

k = ko + k1 Q, 
 где Q - перемещение, на котором действует ограничение, ko и k1 -задаваемые 

коэффициенты 

3. Предварительное поджатие Po.  

4. Максимальное и минимальное допускаемые перемещения. Здесь каждое из 

перемещений задаётся двумя значениями - порогом срабатывания A и фиксируемым 

значением F. При этом, если A = F, то ограничение считается неудерживающим. Для 

реализации варианта, когда после достижения порога срабатывания перемещение 

фиксируется, максимальное фиксируемое значение должно быть задано большим, чем 

максимальный порог срабатывания, и наоборот, порог срабатывания для минимального 

перемещения должен быть больше фиксируемого значения. 

Суммарная реакция элемента R до фиксации определяется выражением    

R = Po- k Q. 
 

 На схемах элемент отображается окружностью синего цвета. 
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3.12. Стержни с изменяемой геометрией 
 
3.12.1. Стержень с изменяемой длиной 
Элемент предназначен для описания  элементов механизмов, представляемых в 

виде стержней, длина которых изменяется под действием внешних возмущений. Элемент 

представлен на рис. 3.12.1. Связывает три узловые точки i, j, k. Две точки -i и j 

расположены в местах его соединения с элементами в общей модели также как и 

обычного стержня, третья точка - k   имеет одну степень свободы (обобщенную 

координату), которая условно принята как перемещение в направлении оси OX 

глобальной системы координат и ее перемещение соответствует изменению длины 

стержня. Все граничные условия в этой точке и соединения с другими элементами 

задаются в направлении оси OX.  Элемент накладывает на связываемые им узлы 

кинематическую связь вида 

, 
где 

 - перемещения в узлах  i , j  k соответственно  в направлении оси ox 

 локальной системы координат элемента. 

При этом  для случая отсутствия деформаций в элементе справедливо выражение  

 -текущая длина стержня, 

L0  - длина стержня в исходном положении 

На рис. 3.12.1а элемент представлен в его локальной системе координат, на рис. 

3.12.1б представлено его изображение на схеме. Элемент изображается прямой линией 

зеленого цвета, соединяющей узлы i и j.  Середина элемента  обозначена 

прямоугольником, от которого проведена прямая к узлу j. Основным назначением 

элемента является обеспечение возможности перехода от одномерных моделей приводов  

к пространственной конструкции. На рис. 3.12.1г  и д представлены примеры 

использования элемента в сочетании с одномерными элементами для моделирования 

амортизатора и винтового подъемного механизма соответственно. Для моделирования 

амортизатора к узлу k элемента необходимо присоединить элемент гидравлический 

демпфер, для которого указывается в качестве степени свободы перемещение по оси ox. 

Для моделирования винтового подъемного механизма к узлу k элемента присоединяется 

элемент механическая передача, для которого в качестве степени свободы на входе 

указывается поворот вокруг той же оси, что и для присоединенного далее 

электродвигателя, а на выходе - перемещение вдоль оси OX.  

Обычно механизмы подобного типа имеют в конструкции  подвижные  части  

вытянутой формы, перемещающиеся друг относительно друга (шток, цилиндр и т.д.). 

Поэтому  при вычислении инерционных характеристик полагается, что к узлам элемента 

присоединены абсолютно жесткие стержни постоянного сечения  (т.е. их масса считается 

равномерно распределенной по длине) с длинами Li  и  Lj , и имеющие массы  Mi   и Mj 

соответственно. 

Если в наборе данных непосредственно перед записью, описывающей элемент 

данного типа, расположена запись геометрических характеристик сечений стержней, то 

шток рассматривается как стержень с указанным в этой записи сечением. Свойства 

материала также назначаются из предшествующей записи со свойствами материала, или, 

по умолчанию, принимаются свойства стали. В других случаях элемент считается 

абсолютно жёстким. 

Точки элемента по умолчанию считаются виртуальными, если не связаны с 

другими элементами. 
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Рис. 3.12.1. Элемент с изменяемой длиной: а - элемент в локальной 

системе координат; б -изображение элемента на схеме;  в - к вопросу 
определения инерционных характеристик;  г  и  д - варианты использования 
элемента. 
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3.12.2. Стержень с относительным поворотом узлов 
 

Элемент предназначен для описания  элементов механизмов, представляемых в 

виде стержней, связывающих два узла, сечения которых в узлах i и j поворачиваются друг 

относительно друга на угол, определяемый обобщённой координатой в третьем узле j. 

Элемент представлен на рис. 3.12.2. Связывает три узловые точки i, j, k. Две точки -i и j 

расположены в местах его соединения с элементами в общей модели также как и 

обычного стержня, третья точка - k   имеет одну степень свободы (обобщенную 

координату), которая условно принята как угловое перемещение вокруг оси OX 

глобальной системы координат. Начало локальной системы координат элемента лежит в 

узле i , ось  ox  проходит через узел  j. Перемещение по обобщённой координате 

соответствует повороту вокруг оси ox локальной системы координат элемента сечения 

стержня в узле  j относительно сечения в узле i.  Элемент накладывает на связываемые им 

перемещения кинематическую связь вида 

, 
 где  

     - угловые перемещения в узлах  i , j ,  k соответственно  вокруг 

оси ox  локальной системы координат элемента. 

На рис. 3.12.2а элемент представлен в его локальной системе координат, на рис. 

3.12.1б представлено его изображение на схеме. Элемент изображается прямой линией 

зеленого цвета, соединяющей узлы i и j.  Середина элемента  обозначена окружностью, от 

которой проведена прямая к узлу j. Основным назначением элемента является 

обеспечение возможности перехода от одномерных моделей приводов к 

пространственной конструкции. Элемент описывает только кинематическую связь между 

угловыми перемещениями. Кинематические и упругие свойства связи частей модели по 

другим направлениям, а также инерционные характеристики связываемых частей модели, 

должны быть учтены в других конечных элементах. 

Если в наборе данных непосредственно перед записью, описывающей элемент 

данного типа, расположена запись геометрических характеристик сечений стержней, то 

шток рассматривается как стержень с указанным в этой записи сечением. Свойства 

материала также назначаются из предшествующей записи со свойствами материала, или, 

по умолчанию, принимаются свойства стали. В других случаях элемент считается 

абсолютно жёстким. 

 
 

Рис. 3.12.2. Элемент с относительным поворотом узлов: 
а – схема элемента в локальной системе координат; б -изображение 

элемента на схеме. 
Точки элемента по умолчанию считаются виртуальными, если не связаны с 

другими элементами. 
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3.13. Электродвигатель 
 

 Одномерный конечный элемент. Описывается характеристикой (момент в 

функции скорости вращения вала), задаваемой в виде таблицы,  и моментом инерции 

вращающихся частей. Связан с одной узловой точкой  i , в которой указывается 

координатная ось, к которой приложен момент, и направление вращения - прямое 

(совпадающее с положительными направлениями вращения) или обратное. Схематическое  

изображение элемента представлено на рис. 3.13.1.  

 

 

Рис. 3.13.1. Электродвигатель. 
Изображение элемента на схеме. 



159 

 

 

3.14. Механические передачи 

 

3.14.1. Одномерная механическая передача 
 

Одномерный элемент. Связывает два узла i  и  j, в каждом из которых использует 

одну степень свободы, указываемую пользователем (например, вращение вокруг оси OZ в 

узле i может быть связано с перемещением вдоль оси OX и т.п.). Схематическое 

изображение элемента представлено на рис. 3.14.1. 

 
 Рис. 3.14.1.1. Отображение элемента одномерная механическая передача 

на схеме. 

Элемент устанавливает связь между перемещениями iQ и jQ , которая при 

отсутствии упругих деформаций определится выражением 

 , 

где n - передаточное отношение. 

Упругие деформации считаются приведенными к узлу j и определяются 

выражением  

. 

Зависимость между приведенной деформацией и усилием упругой реакции Rj 

элемента считается линейной   

, 

где      прk  - приведенная к узлу   жёсткость элемента. 

Потери энергии в элементе учитываются приведенной к узлу j силой 

сопротивления  

. 

Для элемента задаются: 

1. Номера узлов i и j. 

2. Направления связываемых перемещений. 

3. Приведенные к степеням свободы массы. 

4. Передаточное отношение n. 

5. Приведенная к узлу  j  жёсткость. 
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6. Коэффициент полезного действия  (%). 

 

3.14.2. Зубчатые передачи 

 

Данная группа элементов предназначена для моделирования различных видов 

зубчатых передач и описывают их кинематические, упругие, инерционные и 

диссипативные свойства. При определении упругих и кинематических свойств элементов 

данной группы использованы теоретические положения, изложенные в работах /51 - 55/.  

Здесь зубчатые колёса представляются твёрдыми телами, соединёнными в местах 

контакта по зубьям упругой нелинейной связью, моделирующей зубчатое зацепление. 

Пример использования элементов этой группы представлен на рис.3.14.2.1. 

 
Рис. 3.14.2.1. Пример использования элемента “зубчатая передача” для 

моделирования редуктора газотурбинного двигателя. 
 

Во всех типах передач при описании инерционных свойств колеса и шестерни 

считается твёрдыми телами осесимметричной формы (цилиндр или конус), ось которого 

проходит через два узла (i и j, рис.3.14.2.2), а ось oy - лежит в плоскости, проходящей 

через точки i, j и m, где m – точка, условно лежащая посередине области контакта зубьев. 

В качестве точки m принимается общая точка делительных окружностей пары.  

При определении инерционных сил колеса и шестерни считается твёрдыми 

телами. т.е. деформации считаются малыми и сосредоточенными в области зацепления.  

Инерционные силы и моменты, действующие на колесо, приведенные к центру 

масс в проекциях на оси ЛСК определятся известными выражениями 

xx qm=f  ;  yy qm=f  ;  zz qm=f  ; 

и 

xxxx wJM  ;  yyyy wJM  ;  zzzz wJM  ; 
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соответственно. 

Здесь: 

m – масса тела, 

Jxx , Jyy и   Jzz   - моменты инерции тела относительно соответствующих осей ЛСК,  

q    и w  - поступательные и угловые ускорения в центре инерции соответственно. 

Кроме того, учитываются гироскопические моменты, выражения для которых 

имеют вид  

  yzyyzz

г

x wwJJM )( ;   zxzzxx

г

y wwJJM )( ;   yxxxyy

г

z wwJJM )( . 

 

Инерционные силы распределяются равномерно между узловыми точками колеса 

или шестерни. При этом, инерционные силы и моменты учитываются соответствующей 

матрицей масс, а гироскопические моменты раскладываются на соответствующую 

матрицу демпфирования и вектор сил, учитываемый в правой части уравнения движения. 

 
 Рис. 3.14.2.2. К вопросу определения инерционных характеристик и сил 

инерции колеса. 
 
 

Инерционные силы распределяются равномерно между узлами i и j 

l

n

l f=f
2

1)(    и  )()(

2

1 гMMM ll

n

l  ; 

где  n = i, j;   l = x, y ,z.  

При задании осевых моментов инерции равными нулю их значения определяются 

по массе как для цилиндра. 
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При задании массы равной нулю масса колеса или шестерни определяется как для 

цилиндра с диаметром равным диаметру делительной окружности, состоящим из 

материала с заданными ранее свойствами. 
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3.14.2.1. Цилиндрическая зубчатая передача 

 
Элемент предназначен для моделирования кинематических и упругих свойств 

цилиндрических зубчатых передач при представлении зубчатых колёс твёрдыми телами, 

соединёнными упругой нелинейной связью, моделирующей зубчатое зацепление.  

Схема элемента представлена на рис. 3.14.2.3. Элемент описывает зубчатую пару 

и связывает четыре узловые точки - i, j, k l. Узлы i и j лежат на оси шестерни и определяют 

его положение и толщину.  Узлы k и l лежат на оси колеса, и, аналогично, определяют её 

положение и толщину. Начало локальной системы координат элемента (ЛСК) xoyz 

совпадает с точкой i, ось ox проходит через точку j, а точка k лежит в плоскости xoy. При 

определении упругих свойств реакции рассматриваются в виде системы сосредоточенных 

сил и моментов. В соответствии с подходом, используемым в указанных выше работах, 

силовые факторы, действующие в зацеплении, приводятся к равнодействующим 

сосредоточенным, силам, действующим в полюсе зацепления. Полюсом зацепления 

считается точка, находящаяся посередине зоны однопарного зацепления. 

На схеме показаны моменты M1 и M2, действующие на шестерню и колесо 

соответственно, а также усилия F1r и F2r, возникающие вследствие наклона нормали 

контактной поверхности зубьев к касательной к делительной окружности.    При этом, 

независимо от направления вращения и передаваемого момента радиальные усилия 

направлены от полюса зацепления к оси колеса. Указанные усилия связаны 

соотношениями  

1

1
1

R

M
F t   - окружное усилие, действующее на колесо; 

 tgFF tr 11   - радиальное усилие, действующее на колесо; 

 
)cos(

)(

1
1



o

n

P
F   - усилие, действующее на шестерню по линии зацепления (по 

нормали к поверхности контакта); 

 - угол зацепления (угол наклона нормали поверхности контакта к касательной 

делительной окружности в полюсе);  

1

1

2
2 M

R

R
M   - момент, действующий на колесо. 

tt FF 12    и rr FF 12   - усилия, действующие на колесо, 

R1   и   R2 – радиусы делительных окружностей шестерни и колеса соответственно. 
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 Рис. 3.14.2.3. Расчётная схема определения усилий, действующих в 
цилиндрической зубчатой передаче. 

 
Силы трения, действующие по контактирующим поверхностям зубьев, также 

приводятся к моментам. Схема приведения сил трения к моментам для шестерни 

представлена на рис.3.14.2.4. 

 

 
Рис. 3.14.2.4. Расчётная схема учёта трения. 

 

Момент трения M1тр, приведенный к угловому перемещению шестерни, 

направлен в сторону противоположную её вращению, определяется выражением 

)sin(1

1

1
1 RF

w

w
M тртр 


 , 

где  

1w - угловая скорость шестерни, 

nтртр FkF 1 - сила трения на поверхности контакта, 

kтр – коэффициент трения. 

Аналогичным образом определяется момент трения, приведенный к сои вращения 

колеса. 

Полагается, что податливость элемента определяется податливостью зубьев, 

находящихся в зацеплении, и матрица жёсткости определяется в соответствии со схемами, 

представленными на рис.3.14.2.4.  

В соответствии с общим подходом метода, усилия в элементе определяются 

деформацией условного упругого элемента, расположенного в полюсе. 

Нормальное усилие, определяется выражением  

nkF 1 , 

где  

 kn – приведенная к полюсу жёсткость зубьев, 

 )()( ee qB   - приведенная к полюсу деформация, 

21

)(
11 RbRbB xx

e
  - матрица связи деформации и узловых 

перемещений элемента, 

  )()()()()()()( n

z

n

y

n

x

m

z

m

y

m

x

Te wqqwqqq   - вектор узловых перемещений 

элемента. Точки m и n вспомогательные и лежат в плоскости, нормальной к оси ox ЛСК и 

проходящей через полюс.  
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В зависимости от направления моментов, контакт может происходить по 

передним или задним поверхностям зубьев (схемы а и в рис.3.14.2.5 соответственно).  Это 

означает, что деформация упругого элемента может быть только отрицательной, т.е. 

имеют место только деформации сжатия, т.е. .  В этом случае )sin(xb . Если это 

условие не выполняется, то для bx следует изменить знак, т.е. )sin(xb . Таким образом 

учитывается изменение направления нормали к поверхности контакта и то 

обстоятельство, что независимо от направления моментов радиальные силы всегда 

направлены к оси контактирующих элементов.  

 
 Рис. 3.14.2.5. Расчётные схемы определения упругих усилий, 

действующих в цилиндрической зубчатой передаче. а  и  б  – при положительном 
и отрицательном направлении действия сил соответственно. 

 
 
Вектор реакций элемента определяется известным выражением 

   )()()( eee qkr  , где 

  222111

)( MFFMFF
T

r trtr

e  -вектор реакций элемента, 

BkBk
Te )( -матрица жёсткости. 

Переход к узловым точкам, а затем к глобальным координатам осуществляется 

известным способом с использованием матриц преобразования координат.  
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При наличии угла наклона зубьев к оси (для косозубых передач) усилия, 

действующие вдоль оси колёс и шестерёнок, учитываются аналогичным образом, т.е. 

расчётная схема становится пространственной.  Значение kn определяется эмпирической 

формулой и является функцией свойств материала, модуля и рабочей ширины венца.  

Аналогичным образом осуществляется приведение сил трения к узловым 

перемещениям КЭ. 

В одной записи может быть описано несколько колёс и шестерней. Связь колёс 

контролируется по расстоянию между осями и перекрытию по оси, т.е. точки k и (или) l 

должна находиться между точками i и j в локальной системе координат элемента xoyz.  

При этом зацепление может быть внешним или внутренним. 

Для элементов задаются: 

1. Свойства материала. 

2. Модуль. 

3. Угол наклона зубьев к оси колеса. 

4. Число зубьев, а также массы и осевые моменты инерции каждого колёса.  

5. Коэффициент трения по поверхностям зубьев. 

При задании осевых моментов инерции равными нулю их значения определяются 

по массе как для цилиндра. При задании массы равной нулю масса колеса или шестерни 

определяется как для цилиндра с диаметром равным диаметру делительной окружности, 

состоящим из материала с заданными ранее свойствами.  

В результате расчёта определяются окружная сила на делительном цилиндре в 

торцовом сечении Ft  (окружная сила) и погонная окружная сила, т.е. усилие, отнесённое к 

рабочей ширине венца зубчатой передачи 

w

t
b
b

F
F  . 

Рабочая ширина венца bw определяется путём анализа расположения точек 

элемента по оси ox ЛСК в соответствии со схемой, представленной на рис.3.2.14.5.  

Если шестерёнка находится в зацеплении с несколькими колесами, то выводятся 

максимальные значения указанных параметров. 

 
Рис. 3.14.2.6. Определение рабочей ширины венца. 

1-шестерня, 2-колесо. 
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3.14.2.2. Червячная передача 
 

Элемент предназначен для моделирования червячных передач при представлении 

их компонентов твёрдыми телами, соединёнными упругой нелинейной связью.  Элемент 

описывает червячную пару и связывает четыре узловые точки - i, j, k l. Узлы i и j лежат на 

оси червяка и определяют его положение и длину.  Узлы k и l лежат на оси колеса, и, 

аналогично, определяют его положение и толщину. 

Схема элемента представлена на рис. 3.14.2.6. Моделирует кинематические 

свойства зацепления и позволяет определить реакции, вызываемые упругой деформацией 

зубьев, в виде моментов M1, M2 и усилий, F1r и F2r, возникающих вследствие наклона 

нормали контактной поверхности зубьев, а также усилия F1x и F2x, возникающих 

вследствие наклона винтовой линии к оси колеса.  Приведение усилий в зацеплении и сил 

трения к узловым перемещениям осуществляется тем же способом, что и для 

цилиндрической передачи. Разница заключается в конкретной форме матриц. 

В одной записи может быть описана только один червяк, который считается 

первым в описываемой группе колёс.  

Для элементов задаются: 

1. Свойства материала. 

2. Диаметр делительной окружности червяка. 

3. Шаг и число заходов червяка.  

4. Число зубьев колеса.  

5. Массы и осевые моменты инерции червяка и колёса.  

6. Коэффициент трения по поверхностям зубьев. 

При задании осевых моментов инерции равными нулю их значения определяются 

по массе как для цилиндра. При задании массы равной нулю масса колеса или шестерни 

определяется как для цилиндра с диаметром равным диаметру делительной окружности, 

состоящим из материала с заданными ранее свойствами.  

В результате расчёта определяются окружное усилие в зацеплении и погонное 

окружное усилие, т.е. усилие, отнесённое к ширине зацепления. Если червяк находится в 

зацеплении с несколькими колёсами, то выводится максимальное усилие. 
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 Рис. 3.14.2.6. Расчётная схема определения усилий, действующих в 
червячной передаче. 
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3.15. Шарниры и подшипники 
 
3.15.1. Сферический шарнир 

 

 

 Элемент связывает два узла i  и j, каждый из которых имеет шесть степеней 

свободы.  

Элемент запрещает относительное перемещение соединяемых узлов в направлении 

координатных осей и не накладывает жёстких ограничений на угловые перемещения. 

Относительному угловому перемещению узлов препятствует только момент трения, 

определяемый выражением  

 

Мтр   =  kтр R , 

 

где  R  - суммарное усилие, действующее  элементе, 

kт р. - приведенный коэффициент трения   

Момент трения действует в направлении, препятствующем относительному 

повороту узлов.   

Координаты связываемых элементом узлов должны совпадать. На схеме 

изображается двумя окружностями (рис. 3.15.1.). Так как при описании топологии с 

помощью графического редактора удобно, чтобы координаты соединяемых узлов 

отличались, то в этом случае при отображении элемента узлы соединяются линией, 

однако после соединения координаты узлов необходимо выровнять. 

 

 

 
 

 
 
Для элемента задаются: 

1. Номера связываемых узлов  i  и j. 

2. Приведенный коэффициент трения  kтр , связывающий величину суммарного 

усилия  R,  действующего в элементе, с моментом трения Mтр . 

Рис. 3.15.1. Сферический шарнир. 
Изображение элемента на схеме. 
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3.15.2. Плоский шарнир 
 

Элемент связывает два узла i  и j, каждый из которых имеет шесть степеней 

свободы. Кроме того, для ориентации оси элемента используются ещё два узла – k  и  l. 

Элемент запрещает относительное перемещение соединяемых узлов в направлении 

координатных осей и угловых перемещений перпендикулярных оси элемента. Таким 

образом, связываемые узлы имеют одну степень свободы относительно друг друга – угол 

поворота вокруг оси элемента. 

Связь между узлами может быть как абсолютно жёсткой, так и упругой с 

заданными коэффициентами приведенной жёсткости по поступательным и угловым 

перемещениям (Kr   и Kf  соответственно).  

Относительному угловому перемещению узлов i  и j вокруг оси элемента 

препятствует только момент трения, определяемый выражением  

 

Мтр   =  kr R + kf Mr  , 

 

где  R  - суммарное усилие, действующее в элементе, 

 kr. - приведенный коэффициент трения, связывающий усилие,   действующее  

элементе и момент трения, 

kf  - приведенный коэффициент трения, связывающий момент Mr, действующий в 

элементе в направлении перпендикулярном оси, и усилие,   момент трения. 

Момент трения действует в направлении, препятствующем относительному 

повороту узлов, т.е. на оси элемента.   

Координаты связываемых элементом узлов должны совпадать.  

На схеме изображается окружностью с пересекающим её отрезком, направленным 

вдоль оси элемента (рис. 3.15.2.).  

Для ориентации оси используется локальная система координат xoyz ,  начало 

которой расположено в узле j , ось   ox проходит через узел  k , а ось oy лежит в плоскости  

jkl        (рис. 3.15.2а.) .  Направление оси определяется двумя углами  F1  и F2  .   Угол  F1м 

ориентирует  ось относительно оси oz локальной системы координат в плоскости, 

проходящей через ось oz   под углом   к оси ox.   В общем случае локальная система 

координат ориентируется по трём  узлам j, k  и  l . Возможно задание частных случаев 

ориентации, когда оси xoyz  ориентированы по XOYZ,  YOXZ  или ZOXY (рис. 3.15.2б, в и   

г. соответственно). В этом случае ориентация оси не будет зависеть от перемещений 

узлов. 

 



171 

 

 

 
 

 

Рис. 3.15.2. Ориентация оси плоского шарнира. 
а – общий случай, 
б, в, г  - частные случаи ориентации ЛСК КЭ. 

 

 

На схеме изображается окружностью с пересекающим её отрезком, направленным 

вдоль оси элемента (рис. 3.15.3а.). При включённом режиме отображения локальных 

систем координат элементов отображаются, также,  линии,   связывающие узел j с узлами  

k и l . 

 
Рис. 3.15.3. Плоский шарнир. 
а - изображение элемента на схеме, 
б - изображение элемента при включённом режиме отображения ЛСК КЭ. 

 

Как и в предыдущем случае, при описании топологии с помощью графического 

редактора удобно, чтобы координаты соединяемых узлов отличались, то в этом случае 

при отображении элемента узлы соединяются линией, однако после соединения 

координаты узлов необходимо выровнять. 
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Для элемента необходимо задать следующие параметры: 

 Номера узлов  i,  j,  k  и  l . 

 Коэффициент приведенной жёсткости по поступательным и угловым 

перемещениям (Kr   и Kf  соответственно). При задании нулевых значений 

элемент считается абсолютно жёстким. 

 Углы  F1  и F2  , ориентирующие ось элемента в его локальной системе 

координат. 

 Способ ориентации локальной системы координат. 
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3.15.3. Подшипник 
 

Элемент предназначен для описания упругой связи узлов, допускающей их 

перемещение вокруг заданной оси.  

Физически моделируется совокупностью упругих связей между узлами и осью в 

радиальном и осевом направлениях. 

В радиальном направлении деформаций подшипник моделирует два вида связи – 

постоянную и неудерживающую. 

Постоянный характер связи используется для предварительно напряжённых 

подшипников. 

 
Рис.3.15.3.1. Элемент подшипник: 
а – общий случай,  б – обозначение на схеме, в – вал представлен стержневым 
элементом, г – втулка представлена стержневым элементом. 
1 – контактная точка,  2 – поверхность относительного локального контакта.   

 

Для неудерживающих связей различаются связи с валом и втулкой. Связь между 

осью и валом может существовать только при наличии деформации сжатия.  Связь между 

осью и втулкой может существовать только при наличии деформации растяжения.  В 

общем случае, например, при моделировании шарикового подшипника, вал и втулка 

различаются по величине радиуса (больший радиус - втулка).    

Возможны, также, два частных случая:  
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 Вал моделируется стержневым элементом. В этом случае все остальные 

узлы считаются принадлежащими втулке. 

 Втулка моделируется стержневым элементом. В этом случае узлы оси i и j 

связываются со стержневым элементом, а остальные узлы считаются 

принадлежащими валу. 

Матрица жёсткости элемента связывает узлы оси с узлами поверхностей вала и 

втулки и определяется как совокупность матриц жёсткости элементов второго уровня, 

каждый из которых связывает один узел поверхности вала или втулки с узлами оси. 

Расчётные схемы такого элемента представлены на рис.3.15.3.2.  При определении 

матрицы жёсткости (рис.3.15.3.2а) полагается, что жёсткость элемента сосредоточена в 

узловой точке поверхности k, а деформация определяется как разность между её реальным 

смещением и смещением её при отсутствии деформации. При этом деформации 

считаются малыми.   

 

 
Рис.3.15.3.2. Расчётные схемы конечного элемента типа подшипник: 
а – к вопросу построения матрицы жёсткости, б – учёт жёсткости точек вала (1) и 
втулки (2), в – учёт жёсткости в направлении оси подшипника, г – учёт сил трения. 
1 – точки, принадлежащие валу; 2 – точки, принадлежащие втулке. 

 

Смещения точки k в направлении осей  ox и oy при отсутствии деформации (
'

xk
q  и '

yk
q  

соответственно) определятся выражениями 
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и  

. 

Тогда деформация элемента в направлении осей ox и oy определится как  

. 

Далее, совершая обычный переход к матричной форме записи получим матрицы 

жёсткости, связывающий узлы вала и втулки в продольном и радиальном направлении. 

В элементе различаются связи с валом и втулкой. Связь между осью и валом может 

существовать только при наличии деформации сжатия.  Связь между осью и втулкой 

может существовать только при наличии деформации растяжения.   

 

Узловой подшипник 

 
Узловой подшипник предполагает непосредственное указание номеров узлов, 

которые связывает элемент.  В общем случае, например, при моделировании шарикового 

подшипника, вал и втулка различаются по величине радиуса (больший радиус - втулка).    

Графическое отображение элемента представлено на рис.3.15.3.3. 

Элемент описывается следующими параметрами: 

1. Приведенные жёсткости в направлении оси и в радиальном направлении. 

2. Масса. 

3. Тип подшипника (вал, втулка, общий случай). 

4. Коэффициент трения по трущимся поверхностям. 

5. Номера узлов ориентирующие ось i, j .  

6. Номера узлов, принадлежащие валу. 

7. Номера узлов, принадлежащие втулке. 
 

 
Рис.3.15.3.3. Отображение узлового подшипника на схеме. 
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3.15.3.2. Подшипник виртуальный  

 

Виртуальный подшипник аналогичен узловому. Отличие заключается в том, что, 

как и все виртуальные элементы, предполагает определение узлов, которые связывает, по 

их расположению относительно элемента: связываются узлы, находящиеся в зонах 

захвата. Схема определения зон захвата представлена на рис.3.15.3.4. Зоны захвата 

определяются в локальной системе координат (ЛСК) элемента xor. Ось ox является осью 

подшипника, начало ЛСК лежит в узле i, ось ox проходит через узел j, а радиус r 

определяется перпендикулярно оси ox.   

 
Рис.3.15.3.4. Схема определения захватываемых узлов для конечного элемента 
типа виртуальный подшипник. 
1 –вал; 2 – втулка; 3 – зона захвата, принадлежащая валу; 4 – зона захвата, 
принадлежащая втулке; 5 – захватываемые узлы. 
 

Захватываются узлы, x-координата которых находится в пределах отрезка ij, а 

радиус которых rl находится в зонах захвата  

Ro  - h <=Rl <= Ro     - для вала  

и 

 Rн <=Rl <= Rн+ h    - для втулки, 

где   

Ro =  Dо /2 радиус вала, 

Rн =  Dн /2 наружный радиус, 

h – размер контролируемой области, 

Dн   и  Dо   наружный диаметр и диаметр оси подшипника соответственно. 



177 

 

 

В общем случае узлы i и j не должны связываться ни с какими другими 

элементами. В частных случаях, когда вал или обойма моделируются стержнем, узлы 

связываются с этим стержнем. При этом соответствующий стержню диаметр задаётся 

равным нулю, т.е. если вал моделируется стержнем, то Dв задаётся равным нулю, а если 

втулка, то задаётся равным нулю Dн. 

На рис.3.15.3.5 представлено изображение подшипника программой на схемах. 

 

 
Рис.3.15.5. Отображение виртуального подшипника на схеме. 
а – схематическое отображение, б – отображение в режиме объёмного 
отображения стержней. 

 

Элемент описывается следующими параметрами:  

1. Номера узлов, определяющих положение оси i и j . 

2. Диаметр вала Dв. 

3. Наружный диаметр Dн. 

4. Размер контролируемой области h. 

5. Приведенные жёсткости в направлении оси и в радиальном направлении.  

6. Коэффициент трения по трущимся поверхностям.  

7. Масса. 
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3.16. Гидравлический демпфер 
 

 Одномерный элемент, создающий в узле силу сопротивления движению Fc, 

определяемую выражением  

                              Fc  =  -К(x)| v| v , 

где  K(x) - конструктивный коэффициент, задаваемый в виде функции от 

перемещения  x,  v - скорость (производная от  x  по времени ).  В качестве  x выступает 

указываемое пользователем в описании элемента  перемещение в направлении 

координатной оси или угловое перемещение в узле, с которым связан элемент. Сила Fc 

пропорциональна квадрату скорости и действует в направлении обратном скорости v . 

Схематическое  изображение элемента представлено на Рис.3.16.1. Функция может 

задаваться таблично,   иметь период и ограниченный по аргументу интервал действия.  

 
 

 

Реализованы три варианта элемента: 

а) работающий одинаково при положительном и отрицательном значении скорости 

в узле; 

б) только при положительном значении скорости (v>0); 

в) только при отрицательном значении скорости (v<0). 

Комбинация двух последних вариантов позволяет моделировать устройства с 

несимметричной характеристикой. 

Рис.3.16.1. Гидравлический 
демпфер.  Изображение элемента 

на схеме. 
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3.17. Пружина растяжения-сжатия 
 

Элемент предназначен для моделирования поведения пружин, работающих на 

растяжение-сжатие.  Изображение элемента, реализуемое программой, представлено на 

рис. 3.17.1. Элемент связывает два узла (i и j),  и характеризуется массой, жёсткостью, 

усилием предварительного поджатия, коэффициентом поглощения энергии, и областью 

работы – только на сжатие, только на растяжение и в обоих направлениях. 

 Кроме того, для более реалистичного отображения вводится диаметр витков 

пружины. 

 
 

 

 

Точки элемента по умолчанию считаются виртуальными, если не связаны с 

другими элементами. 

 

Рис. 3.17.1.Схематическое изображение 
       пружины. 
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3.18. Элементы гидропривода и пневмопривода 
 

 Рассматриваемая в данном разделе группа конечных элементов характеризуется 

необходимостью моделирования  процессов одномерного течения жидкости или газа при 

построении их математических моделей. Теоретические основы математического 

аппарата описания этих явлений изложены в /24-27 и др./. Некоторые элементы данной 

группы моделируют только различные случаи течения рабочего тела (трубопроводы, 

дроссели, разветвления и пр.), другие описывают различные виды преобразований 

энергии (гидромотор, цилиндр-поршень), или взаимодействия потока рабочего тела и 

механических элементов (обратный или предохранительный клапан).  Вследствие 

сложности реальных процессов, происходящих при работе устройств моделируемых 

элементами данной группы, принят ряд упрощающих допущений, как общего плана, так и  

индивидуальных, рассмотренных при описании конкретных элементов. 

 В качестве узловых неизвестных в узлах, через которые проходит поток рабочего 

тела, используется только одно перемещение – для жидкости это объём жидкости, а для 

газа это масса рабочего тела, прошедшая через узловую точку схемы. Условно  это 

перемещение соответствует  Qx - перемещению по оси OX (рис. 3.18.1). По этому 

направлению в таких узлах задаются кинематические граничные условия при задании 

исходных данных. При дальнейшем изложении узлы элементов, через которые проходит 

поток рабочего тела, будут называться узлами потока рабочего тела (жидкости, газа).  

 Поток рабочего тела рассматривается как векторная величина и характеризуется 

направлением. Направление потока в узле выбирается условно при формировании схемы. 

  При стыковке конечных элементов в таких узлах не допускается разветвление 

потока, т.е  в узле могут соединяться не более двух конечных элементов, имеющих 

внутренний объём и предполагающих приток (отвод) жидкости в узле. При этом 

направления потока у стыкуемых элементов должны совпадать. Исключение составляют  

элементы, описывающие различного рода сопротивления (регулируемый дроссель,  

постоянное сопротивление, гидромотор). Эти элементы создают перепад давления, 

определяемый условиями движения потока в узле,   и  не предполагают изменения  

количества рабочего тела в узле.   

  В качестве узловых усилий  в таких узлах принято давление рабочего тела. При 

этом давление как узловое усилие является векторной величиной,  т.е. положительное по 

величине давление действует по направлению потока и наоборот. 

   На рис.3.18.1. представлен  простейший пример стыковки двух участков 

трубопровода ( m  и   n  )  в  узле  i   потока рабочего тела.   Условием равновесия будет 

являться равенство нулю суммы всех сил, действующих в узле.   Поэтому сумма  векторов 

Pi
(m)

   и   Pj
(m),  представляющие собой суммарные давления, действующие в узле  i   со 

стороны элементов   m   и   n  .соответственно, должна быть равна нулю.   Векторный 

характер  давления в узлах движения потока рабочего тела следует учитывать при 

формировании расчётной схемы и задании граничных условий.   Давления как параметры 

состояния элементов  вычисляются отдельно и при выводе результатов интерпретируются 

как скалярные величины. 
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Рис. 3.18.1. Узловые перемещения  и равновесие узловых сил в узлах 

потока рабочего тела. 
 

К общим условиям и допущениям при построении моделей элементов относятся 

следующие: 

-нулевое значение давления соответствует  атмосферному давлению; 

-нулевое значение температуры соответствует  0о  С; 

-рассматривается одномерное движение рабочего тела;. 

 -рабочее тело полагается вязкоупругим; 

 -для жидкости упругое изменение объёма полагается малым, модуль объёмной 

упругости постоянным,  а зависимость между перепадом давления P и относительным 

изменением объёма  ж , вызванного этим перепадом, линейной

P =ж Eж    ,     

где   Eж -–  объёмный модуль упругости жидкости; 

 -газ как рабочее тело, полагается идеальным; 

-процессы, протекающие в газе, полагаются адиабатическими (происходят без 

теплообмена с окружающей средой) 

P/ const, 

 где   P  - давление газа,    - плотность газа ,  k    - показатель адиабаты. 

 Модуль объёмной упругости газа Eг определяется известным выражением   Eг  k 

P. 

На основании общих и дополнительных для  конкретных элементов допущений 

модели элементов записываются в традиционном для МКЭ виде, т.е. как уравнение 

равновесия узловых сил, к которым приводятся все виды сил, действующие в элементах.  
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3.18.1. Трубопровод 
 

Элемент связывает два узла потока рабочего тела   i   и   j.   При этом, через  узел  i   

рабочее тело входит  в элемент,  а  через узел    j    выходит.   Расчётная схема и 

графический образ элемента  для двух режимов отображения представлен на рис.3.18.2.  

Элемент  характеризуется диаметрами канала в узлах i   и   j ( Di    и   D j.  соответственно),  

толщиной стенки  h  коэффициентом потерь по длине Kl    и номерами связываемых узлов  

i    и   j .  

 

 
 

Рис. 3.18.2. Участок трубопровода:    а – расчётная схема элемента;  б - 
изображение на схеме;  в -  изображение в режиме объёмного отображения 

стержней или с учётом освещения. 
 

Положительным считается направление потока  от узла   i    к узлу   j . Диаметр 

канала по длине стержня изменяется линейно.  Частный случай – канал постоянного 

сечения, когда . Di  =  D j  . 

Рассматривается общий случай неустановившегося движения  вязкой сжимаемой 

жидкости, предполагающий учёт сил инерции, изменение кинетической энергии потока 

вследствие изменения площади сечения канала по длине элемента, упругое изменение 

объёма под действием давления, и потерь давления по длине.  Распределённые по длине 

силы приводятся к узловым с использованием стандартных для МКЭ приёмов/21/. Для 

данного элемента полагается линейный характер изменения  перемещений, скоростей и 

ускорений по длине элемента,  т.е.  рассматривается  одномерный симплекс-элемент. 

Если в качестве рабочего тела используется жидкость, то изменение объёма 

вследствие упругой деформации жидкости полагается малым,  а в качестве константы, 

связывающей относительное изменение объёма, и возникающее вследствие этого 

давление,  используется приведенный объёмный модуль упругости  Епр, позволяющий  с  

достаточной для практических расчётов точностью учесть податливость стенок 

трубопровода: 

Епр = Eж  / (1 + D Eж / h Eст )  , 

 где    D – средний диаметр канала, Eж – объёмный модуль упругости жидкости,    h 

– толщина стенки,  Eст –  модуль упругости материала стенки. 

Потери давления по длине трубопровода вследствие трения определяются 

выражением  

dp/dl  =  ж  т vж
 2/2d , 

 где   ж   - плотность жидкости,  vж - скорость жидкости в рассматриваемом 

сечении,  d – диаметр канала в рассматриваемом сечении,   - коэффициент 

гидравлического трения.   

Реализовано два способа определения  коэффициента гидравлического трения  .  
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В первом случае задаётся конкретное значение коэффициента гидравлического 

трения  т., определяемое предварительно при подготовке данных.  Во втором случае т  

вычисляется по известным зависимостям

т  = 75/Re  ,                        при    Re<=2300 ,

т  =0.3164/Re-0.25  ,            при    Re>2300  , 

где      Re = ж  vж d/    число Рейнольдса,     - динамический коэффициент 

вязкости жидкости. 

Для реализации второго способа вычислений     при вводе исходных данных 

задаётся отрицательное значение, равное по величине высоте выступов шероховатости 

поверхности трубы в мм. 

 Для исключения из рассмотрения потерь по длине  необходимо задать т = 0. 

Если в качестве рабочего тела используется газ, то зависимости, определяющие 

состояние элемента, получаются при рассмотрении  адиабатического процесса течения   

идеального газа  по каналу  переменного сечения. 

Плотность газа в рассматриваемый момент времени определяется как масса газа, 

находящегося в полости, отнесённая к объёму полости  

m Qi  Qj   ) / , 

где 

Qi  -масса рабочего тела, вошедшая в элемент; 

Qj -масса рабочего тела вышедшая из элемента; 

mо- масса рабочего тела, находившаяся в элементе  в  начальный момент;

о- плотность рабочего тела в элементе  в  начальный момент. 

Плотность и давление газа в начальный момент времени задаются при задании 

свойств рабочего тела. 

Потери давления по длине  определяются также, как и для жидкости. 

Для данного элемента параметром состояния является давление рабочего тела, 

которое может выводиться в виде табличных значений, графиков, эпюр и цветной 

закраски.  

 

Для элемента  задаются следующие параметры: 

1. Номера связываемых узлов  i    и   j . 

2. Диаметры канала в узлах i   и   j ( Di    и   D j.  соответственно ), мм. 

3. Длина  L, мм.   При задании   L = 0  длина элемента вычисляется 

программой по координатам узлов как фактическое расстояние между узлами    i   и   j. 

4. Толщина стенки  h, мм .  При задании   h  =  0 податливость стенок 

трубопровода не учитывается. 

5. Коэффициент гидравлического трения  т.   При задании   т = 0   потери по 

длине не учитываются. При задании   т<  0   выполняется вычисление т по текущим 

значениям числе Рейнольдса.. 
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3.18.2. Цилиндр-поршень 
 

Элемент описывает взаимодействие рабочего тела  и  пары цилиндр-поршень 

круглого сечения. Расчётная схема и графический образ элемента  для двух режимов 

отображения представлен на рис. 3.18.3.  

Для построения модели элемента используется локальная система координат, ось  

ox которой совпадает с осью цилиндра. Элемент связывает три узла   i , j и   k.   Через  узел  

i   рабочее тело входит  в рабочую полость элемента.  Узел  j неподвижен и условно связан  

с цилиндром. Начало  локальной системы координат координат элемента совпадает с 

узлом   j,  ось ox проходит через узел k элемента. Узел k  условно связан  с поршнем  и 

может перемещаться в направлении оси ox локальной системы координат. Узел  j служит 

для ориентации элемента в пространстве и используется в вычислениях как 

промежуточный узел, поэтому с этим узлом не должно быть связано никаких драгих 

элементов и нагрузок. Давление рабочего тела  Р  вследствие действия местного 

сопротивления  на входе в полость понижается на величину  p  и  создаёт усилия Fп,  с, 

действующие на поршень, определяемые выражением 

Fп   =  ( Р  -  p )  Sп  , 

где    Sп      = Dц
2  -    dш

2  ) /4    - площадь поршня.  

Величина    p определяется  величиной местного сопротивления на входе в 

полость из предположения о равенстве нулю скорости рабочего тела в полости  по 

различным для жидкости и газа формулам /24,26/. 

 

 
Рис. 3.18.3. Элемент цилиндр-поршень:    а – расчётная схема элемента;  б 

- изображение на схеме;  в -  изображение в режиме объёмного отображения 
стержней или с учётом освещения;   г – изображение элемента  при 
положительном направлении потока рабочего тела «из элемента».. 

 

 В элементе действуют, также, силы трения  fтр , препятствующие относительному 

перемещению цилиндра и поршня и определяемые выражением  

fтр  =   f0   +   kтр   ( Р  -  p ) , 
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где    f0     - постоянная  сила трения,  kтр  - коэффициент пропорциональности, 

определяющий составляющую  силы трения, пропорциональную  давлению в полости. 

Текущий объём полости  W ,  необходимый для вычислений упругих и 

инерционных характеристик, определяется выражением  

  = 0  +   Sп (qj   -  qi ) , 

где       0   - объём полости в исходном положении. 

Если в качестве рабочего тела используется газ, то рассматривается   

адиабатический  процесс. Плотность газа в рассматриваемый момент времени 

определяется как масса газа, находящегося в полости, отнесённая к объёму полости  W

гmmi   ) / W, 

где   m-масса рабочего тела  находившаяся в элементе  в  начальный момент. 

         mi  -масса рабочего тела, вошедшая в элемент,  

         miQi – при положительном направлении потока в элемент, 

         mi -Qi – при положительном направлении потока из элемента. 

Плотность и давление газа в начальный момент времени задаются при задании 

свойств рабочего тела. 

Переход от локальной к глобальной системе координат осуществляется 

традиционным для МКЭ способом .  Угловая ориентация элемента задаётся положением 

узлов  j и   k   и считается постоянной и соответствует его исходному положению ( т.е. 

элемент не может совершать большие перемещения). Для описания систем, в которых 

необходимо  рассматривать большие перемещения следует пользоваться  промежуточным 

элементом с изменяемой длиной.   Подобный  пример  представлен на рис.3.18.4,  где для 

моделирования гидроцилиндров  экскаватора используются сочетания рассматриваемых 

элементов и стержня с изменяемой длиной. 

Рассматриваемые элементы в данном случае должны быть ориентированы строго в 

направлении оси  OX  глобальной системы координат  и  связаны узлами, определяющими 

изменение длины  стержней.  Свободные узлы элементов закреплены.  Ориентация в 

направлении  оси OX необходима по причине того, что координата , определяющая 

изменение длины стержня, условно направлена вдоль указанной оси.  

Элемент обладает виртуальными свойствами: все узловые точки, связанные с 

другими элементами данной группы (узлы потока) и находящиеся в полости элемента или 

на её поверхности считаются захваченными и связываются с полостью также, как и для 

виртуальной полости (см.п.3.18.16).  

В этом случае элемент одновременно работает как разветвление. 

Простейшим примером использования этого свойства может служить учёт 

перетечек через уплотнения двухполостного цилиндра, представленный на рис.3.18.5.  

Для этого достаточно в общей плоскости поршней расположить местное сопротивление с 

площадью равной предполагаемой площади зазора. 

Для описания случаев действия давления на участок поверхности в виде кольца 

(различные участки клапанов и пр.), расположенные внутри какой либо полости, 

реализован частный случай элемента, условно характеризующийся отрицательным   

начальным объёмом. В этом случае усилие Fп прикладывается только к узлу k, силы 

трения  и потери давления полагаются отсутствующими.  При этом сила Fп   определяется 

по давлению в этой полости и рассматривается как внешняя по отношению к узлу k, т.е. 

узел i должен связываться с узлом потока, в котором определяется требуемое давление. 

Элемент в этом случае не замыкает поток. Изображение этого варианта элемента на 

графических схемах представлено на рис. 3.18.6.  
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Рис. 3.18.4. Использование элементов цилиндр-поршень в сочетании со 
стержнями с изменяемой длиной: 1 – элементы цилиндр-поршень; 
2 – стержни с изменяемой длиной. 

 

 

 
Рис. 3.18.5. Виртуальные свойства элемента цилиндр-поршень:  а – расчётная 

схема;  б – конечно-элементная модель. 1 – перетечки через 
уплотнение, 2 – местное сопротивление учитывающее перетечки. 
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Рис. 3.18.6. Частный случай элемента цилиндр-поршень: а – изображение на 

схеме; б - изображение в режиме объёмного отображения 
стержней или с учётом освещения.  

 

Для элемента  задаются следующие параметры: 

1.  Номера связываемых узлов  i,   j,   k  . 

2. Положительное направление потока в узле   i ( в элемент или из элемента). 

3. Диаметр  цилиндра  Dц, мм. 

4. Диаметр  штока    dш, мм. 

5. Диаметр  отверстия подвода рабочего тела    d0,  мм. 

6. Объём полости в исходном положении, мм3 . При задании нулевого значения 

объём определяется по геомертическим размерам (произведение заданной площади 

поршня на расстояние между узлами i и j). При задании отрицательного значения 

элемент считается незамкнутым. 

7. Постоянная сила трения   f0  ( Н )  и коэффициент  трения   kтр  , Н/Па. 
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3.18.3. Местные постоянные и регулируемые сопротивления 
 

Элемент предназначен для описания местных сопротивлений движению потока 

рабочего тела и создаёт перепад давлений в узле  P, препятствующий движению потока. 

При использовании в качестве рабочего тела  жидкости  падение давления 

определяется выражением

P =ж   vж 2 / 2 , 

 где   - коэффициент сопротивления, задаваемый в исходных данных и 

определяющий характерные особенности моделируемого устройства, 

vж = Vж /Sо – скорость жидкости в узле, 

Vж = dQx /dt- объёмный расход жидкости в узле, 

Sо - площадь отверстия истечения. 

При использовании в качестве рабочего тела  газа  перепад давлений в узле  

давления определяется итерационным путём из уравнений движения газа /24 - 27/ для  

случаев докритического  и критического перепада давлений на входе P1    и выходе     P2      

дросселирующего элемента.  

При этом вход и выход в рассматриваемый момент времени определяется 

направлением движения потока через узел, т.е. P1  >  P2   . 

Для первого случая   ( при P2 / P1  > кр  )  

     , 

а  при   P2 / P1  <= кр   
 

     , 

где    -коэффициент расхода,

1  - плотность газа на входе в элемент 

               -критический перепад давлений. 

Регулируемое местное сопротивление отличается от постоянного тем, что площадь 

его проходного сечения Sо задаётся в виде табличной функции от какого-либо 

перемещения в узле  j ,  

 ,  где  l =  x, y,  z,…; 

времени  t, или температуры T. 

Изображения элементов на графических схемах представлены на рис. 3.18.3.1. 

 

 
 

Рис. 3.18.3.1. Графические изображения местных сопротивлений на схеме: 
а – постоянное сопротивление;  б - регулируемое сопротивление. 
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Для элемента  задаются следующие параметры: 

1. Номер  узла   i, в котором действует сопротивление.  Для регулируемого 

сопротивления задаётся номер узла   j    и  направление перемещения, определяющего 

величину проходного сечения. 

2. Площадь проходного сечения Sо , мм2.  Для регулируемого сопротивления 

задаётся в виде таблицы значений, расположенных в  порядке возрастания аргумента 

(управляющего перемещения). 

3. Коэффициент сопротивления , характеризующий конструктивные 

особенности элемента. 

Для постоянных сопротивлений предусмотрена возможность  ввода их типов и 

геометрических характеристик. Реализованные таким образом элементы  конструкций 

представлены в таблице 3.18.1 

Для постоянных сопротивлений предусмотрена возможность  ввода их типов и 

геометрических характеристик. Реализованные таким образом элементы  конструкций 

представлены в таблице 3.18.1. 

Таблица 

3.18.1. 
 

№ 

 п/п 

Схема Наименование Параметры 

( мм , град ). 

1 

 

Вход потока в прямую 

трубу постоянного 

сечения, заделанной в 

стенку под прямым углом 

D – диаметр проходного сечения 

S – толщина стенки трубы 

h  – расстояние до стенки 

2 

 

Вход потока в прямую 

трубу постоянного сечения 

при наличии коллектора 

D – диаметр проходного сечения 

R – радиус образующей коллектора 

3 

 

Вход потока в прямую 

трубу постоянного сечения 

при наличии коллектора и 

стенки 

D – диаметр проходного сечения  

R – радиус образующей коллектора 

4 

 

Вход потока в прямую 

трубу постоянного сечения 

при наличии экрана 

D – диаметр проходного сечения  

S – толщина стенки трубы  

h  – расстояние до экрана 

5 

 

Вход потока в прямую 

трубу постоянного сечения 

при наличии коллектора и 

экрана 

D – диаметр проходного сечения  

R – радиус образующей коллектора  

h  – расстояние до экрана 

6 

 

Вход потока в прямую 

трубу с конусом при 

наличии экрана 

D – диаметр проходного сечения  

a – угол конусности 

 h  – расстояние до экрана 

7 

 

Выход потока из прямой 

трубы постоянного 

сечения, заделанной в 

стенку под прямым углом 

D – диаметр проходного сечения  

S – толщина стенки трубы 

h  – расстояние до стенки 

8 

 

Выход потока в прямую 

трубу постоянного сечения 

при наличии коллектора 

D – диаметр проходного сечения  

R – радиус образующей коллектора  

h  – расстояние до экрана 

9 

 
 

Внезапное расширение 

потока 

D – диаметр проходного сечения  

D1 – диаметр расширенного участка  
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10 

 

Внезапное сужение 

потока 

D – диаметр проходного сечения  

D1 – диаметр расширенного участка  

 

11 

 

Диффузор конический D – диаметр проходного сечения  

D1 – диаметр расширенного участка  

a – угол конусности или длина h 

12 

 

Конфузор конический D – диаметр проходного сечения 

D1 – диаметр расширенного участка 

a – угол конусности или длина h 

13 

 

Колено прямое 

постоянного сечения 

D – диаметр проходного сечения 

R – радиус изгиба  

 

14 

 

Колено прямое 

составленное из четырёх 

звеньев постоянного 

сечения 

D – диаметр проходного сечения 

R – радиус изгиба  

 

15 

 

Колено прямое 

составленное из трёх 

звеньев постоянного 

сечения 

D – диаметр проходного сечения 

R – радиус изгиба  

 

16 

 

Отвод плавный D – диаметр проходного сечения 

R – радиус изгиба  

a – угол изгиба 

 

Для регулируемого дросселя возможен учёт сопротивления перемещению по 

управляющей координате, обусловленный конструктивными особенностями устройства. 

Учитываются следующие силы. 

 

1. Постоянная сила (момент) трения в уплотнениях Fтр. 

2. Постоянная сила пропорциональная давлению  

Fр = kpPср, 

где  

Pср= 0.5(P1 + P2) – среднее давление в полости элемента, 

P1 и P2 –давления на входе и выходе из элемента соответственно. 

В простейшем случае, представленном на рис.3.18.3.2, kp равняется площади 

поршня, перекрывающего канал. 

3. Сила трения, пропорциональная перепаду давлений на элементе.  

Fd = kd(Sмах - St) (P2-P1) Pср,, 

где  

Sмах  – максимальная площадь проходного сечения из заданных в таблице, 

St   –площадь проходного сечения в рассматриваемый момент. 

В представленном на рис.3.18.3.2, простейшем случае, kd равняется коэффициенту 

трения на поверхности контакта поршня с корпусом. 
 

 

 

 
Рис. 3.18.3.2. К вопросу определения сил 
действующих на управляющий орган; 1 – корпус 
устройства, 2 – запирающий элемент (поршень). 
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3.18.4. Гидронасос-гидромотор 
 

Элемент предназначен для моделирования гидромоторов и гидронасосов - 

устройств, преобразования энергии движения потока жидкости в механическую энергию 

вращения вала и наоборот. 

Расчётная схема  и графический образ элемента представлены на рис.3.18.7.   

Элемент , в общем случае, связывает четыре узловых точки  - i,  j,   k   и   l  .   Крутящий 

момент   Mкр  приложен в узле   j .    Узел   i служит для ориентации вала в и , 

следовательно,  направления крутящего момента в пространстве.   Ось вала проходит 

через узлы    i    и    j .  Через узел     k     проходит поток жидкости.    Перемещение узла   l  

определяет рабочий  объём моделируемого устройства. 

 
 

Рис. 3.18.7. Элемент гидронасос-гидромотор:    а – расчётная схема 
элемента;  б - изображение на схеме. 

 

 Элемент связывает  узловые параметры следующими уравнениями. 

1. При работе в режиме гидромотора крутящий момент    Mкр   определяется 

уравнением: 

Mкр  =  м  р P  , 

где     м  - механический  коэффициент  полезного  действия,

р  = 0 + K w Ql  - рабочий объём гидромашины,

0  - рабочий объём гидромашины  в исходном положении , 

K w  - коэффициент при управляющем перемещении , 

 Ql  - управляющее перемещение в узле l ,

P  -перепад давления создаваемый гидромашиной в узле потока рабочего тела. 

 Угол поворота вала вокруг оси ox

x  =  w   k / р     . 

где     w  - объёмный  коэффициент  полезного  действия,

k  = Qk  -объём   жидкости, .прошедший через узел  k ( узловое перемещение. 

 

1. При работе в режиме насоса:

P    =  м  Mкр  /  р,      и          Wk =  w  x  р     . 

Коэффициент   м  - характеризует потери на трение в устройстве,  w  -  потери 

вследствие протечек. 

Для элемента  задаются следующие параметры: 

1. Номера связываемых узлов  i,   j,   k   и  l ,  вала и направление управляющего 

перемещения в узле  l . Для гидромашин с постоянным рабочим объёмом узел   l   не 

указывается.  
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2. Направление вращения  вала (положительное или отрицательное) при 

положительном направлении потока в узле  k. 

3. Рабочий объём  в исходном положении 0, мм3/об. 

4. Для гидромашин с регулируемым рабочим объёмом задаётся коэффициент Kw 

при перемещении управляющем  рабочим объёмом.  

5. Механический коэффициент полезного действия   м ,  % . 

6. Объёмный  коэффициент полезного действия   w ,  % . 
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3.18.5. Предохранительный и обратный клапан 
 

Элемент предназначен для моделирования предохранительных и обратных 

клапанов как с учётом массы запирающего элемента, так и в упрощённом варианте, когда 

время срабатывания устройства не является определяющим. 

Расчётная схема  и графический образ элемента представлены на рис. 3.18.8.  

Элемент связывает  два узла потока  жидкости  - i    и  j,   и  узел, связанный с запирающим 

элементом   k.  Элемент имеет две полости: полость подвода рабочего тела, связанную с 

узлом  i  ,  и  выходную полость,  связанную с узлом   j. В полостях действуют давления  Pi  

и  Pj  соответственно.  Пружина 1 в исходном положении удерживает  запирающий 

элемент 2 в положении 3 (клапан закрыт). Рабочее тело поступает в полость подвода, и 

при достижении  разности давлений Pi  и  Pj  величины, равной давлению настройки   P0   

перемещает запирающий элемент на величину  hз , открывая канал для прохождения 

рабочего тела. При этом величина перемещения запирающего элемента не может 

превышать величины  hmax , являющейся конструктивной характеристикой устройства.  

 
Рис. 3.18.8. Элемент предохранительный клапан:    а – расчётная схема 

элемента;  б – изображение на схеме.  1-пружина, 2-запирающий элемент, 3-
исходное положение запирающего элемента. 

 

С момента открывания клапана до достижения запирающим элементом  

максимального перемещения (при  0<Qk<hmax) его движение описывается уравнением 

 
где   mз  - масса подвижных частей запирающего элемента, 

Sp      = dп
2 /4    - площадь действия давления рабочего тела на запирающий 

элемент, 

dп       - диаметр канала подвода, 

F0- усилие предварительного поджатия пружины, 

kпр- жёсткость пружины. 

Давление, соответствующее моменту открывания клапана  P0  , называется 

давлением настройки и определяется выражением      P0   =  F0 Sз. 

При открывании клапана поток рабочего тела  проходит через зазор между 

запирающим элементом и корпусом. Площадь сечения потока в месте образования зазора 

Sз определяется выражением    

     Sз =Ks hз  , 

   где Ks – множитель определяемый геометрическими параметрами моделируемой 

конструкции. 
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 Для простейшего случая, представленного на рис.3.18.8а. площадь отверстия 

истечения  можно считать  

равной поверхности цилиндра, образуемого кромкой седла клапана и запирающим 

элементом, тогда 

Sз = dп  hз  ,  тогда  Ks =dп  . 

 

Местное сопротивление в этом сечении создаёт перепад давлений в узле  P, 

препятствующий движению потока.   

При использовании в качестве рабочего тела  жидкости  падение давления 

определяется выражением

P =ж   ( vз 
2 – vi 

2 ) / 2 , 

где     - коэффициент сопротивления, задаваемый в исходных данных и 

определяющий характерные конструктивные особенности конструкции клапана, 

vз = Vi /Sз  – скорость жидкости в зазоре, 

vi = Vi /Sp  – скорость жидкости в канале, 

Vi = dQi /dt- объёмный расход  жидкости в узле  i   . 

При использовании в качестве рабочего тела  газа  падение давления определяется 

итерационным путём из уравнений движения газа /24 - 27/ для  случаев докритического  и 

критического перепада давлений на входе  (Pi )   и выходе     (Pj)      дросселирующего 

элемента . 

Для первого случая   (при Pj / Pi  < кр  )  

     , 

а  при P2 / P1  >= кр   

     , 

где            - коэффициент расхода,

i  - плотность газа в полости подвода. 

 

Для элемента  задаются следующие параметры: 

1.  Номера связываемых узлов  i,   j,   k  . 

2. Диаметр  отверстия подвода   dп  , мм. 

3. Жёсткость пружины  kпр-, Н/м. 

4. Давление настройки  P0 , Мпа. 

5. Масса подвижных частей запирающего элемента mз , кг. 

6. Максимальный ход запирающего элемента  hmax, мм 

7. Множитель в зависимости площади отверстия истечения от перемещения 

запирающего элемента  Ks , мм2/мм 

8. Коэффициент сопротивления .. 
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3.18.6. Гидроаккумулятор 
 

Элемент предназначен для моделирования пневматических гидроаккумуляторов - 

накопителей энергии для последующей её отдачи в короткие интервалы времени.  

Элемент моделирует пневматические гидроаккумуляторы с сильфоном или 

непосредственным контактом жидкости и газа, накапливающего энергию. 

 Расчётная схема  и графический образ элемента представлены на рис. 3.18.9. 

Элемент связан с одной узловой точкой  потока жидкости  i, в которой определено 

перемещение Qi., равное массе жидкости, прошедешей через узел.   Давление газа Pг 

действует на жидкость, стремясь вытеснит её мз внутреннее полости элемента. Процесс 

расширения и сжатия газа полагается политропным, и давление  газа в   полости 

гидроаккумулятора   определяется по формуле: 

Pг
 P0 (0/ (0 -t))

n, 

    где,  P0 - давление в исходном положении; 

 0  - объем газа в исходном положении; 

  n   - показатель политропы; 

 t   - объем жидкости вошедшей в аккумулятор. 

 Для элемента предусмотрена возможность указания двух вариантов 

положительного направления потока жидкости  - в элемент  (рис.3.19.9а),  и из элемента 

(рис.3.19.9б). 

В первом случае    t   Qi / ж ,   где     ж -плотность , используемой жидкости. 

Во втором случае    t   -Qi / ж. 

Для элемента могут задаваться предельные значения объёмов жидкости 

(минимальный  и Wmin  и максимальный Wmax) , при достижении которых элемент 

запирается, т.е.  препятствует  изменению перемещения в узле  в направлении, 

соответствующем выходу    Wt       за заданные таким образом пределы.   

 
Рис. 3.18.9. Элемент гидроаккумулятор:    а – расчётная схема элемента;  б 

и  в - изображение элемента на схеме при положительном направлении потока 
внутрь и из элемента соответственно. 

 

В подавляющем большинстве случаев устройство работает в цикле, состоящем из 

процесса медленного накопления энергии и процесса относительно быстрой её отдачи в 

систему, поэтому учёт потерь давления жидкости осуществляется только при её 

истечении из резервуара.  При этом  полагается, что скорость жидкости  перед входом в 

отверстие истечения равна нулю. Полученная на основании этих допущений формула, 

определяющая потери давления  Pм имеет вид

Pм
= иж   vж 2 / 2 , 

где 
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и - коэффициент сопротивления для отверстия истечения, определяющий 

характерные   геометрические особенности конструкции отверстия истечения, 

 - скорость жидкости в отверстии истечения, 

 - площадь отверстия истечения, 

iD - диаметр отверстия истечения. 

Для элемента  задаются следующие параметры: 

1. Номер  узла  i . 

2. Положительное направление потока жидкости (в элемент или из элемента) в 

соответствие с его положением в общей схеме.  

3. Минимальный  и Wmin  и максимальный Wmax  объёмы жидкости. 

4. Объём жидкости  в исходном положении   W0 .  

5. Давление жидкости в исходном положении  P0 

6. Диаметр отверстия истечения  Di . 

7. Коэффициент сопротивления для отверстия истечения  и. 
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3.18.7. Разветвление трубопроводов 
 

Элемент предназначен для моделирования разветвлений потоков рабочего тела с 

изменением площадей их поперечных сечений. Расчётная схема  и графический образ 

элемента представлены на рис. 3.18.10.   Элемент связывает три узловые точки потока 

рабочего тела  i,   j   и   k . 

 
Рис. 3.18.10. Разветвление трубопроводов: а – расчётная схема элемента;  

б - изображение элемента на схеме при различных вариантах направлений 
потоков. 

 

Стенки элемента полагаются абсолютно жёсткими, т.е. учитывается только 

упругость рабочего тела. Такое допущение достаточно корректно  для большинства 

реальных конструкций. 

Элемент имеет внутренний объём  W0, определяемый выражением

0,  = Li Si+ Lj Sj + Lk Sk      ,  

где    Sl  = Dl
2 /4    - площадь канала l,  l  =  i,  j,  k.  

где       W0   - объём полости в исходном положении. 

Потери давления по длине в элементе не учитываются. Учёт потерь давления 

жидкости вследствие изменения её скорости, осуществляется приближённо для потоков 

направленных из элемента. При этом анализируются различные случаи сочетания 

направлений движения рабочего тела в рассматриваемый момент времени. Скорости 

жидкости в каналах    Vl     определяются выражением 

     ,   где     l  =  i,  j,  k.l . 

Для узла   j  полагается, что направление потока перпендикулярно потоку от узла i  

к узлу k  и  при истечении жидкости  из элемента полагается, что её начальная скорость  

перед входом в канал равна нулю, и формула, определяющая потери давления  Pj  имеет 

вид

Pj
=ж   vj 

2 / 2 . 

Для узлов  i и  j  полагается что оси их каналов совпадают и здесь  возможны три 

случая движения жидкости, рассмотренные ниже. 

 В первом случае скорость одного из потоков направлена в элемент,  а другого - из 

элемента, но абсолютная скорость потока выходящего из элемента меньше  абсолютной 

скорости потока, направленного в элемент. В этом случае считается, что потери давления 

отсутствуют. Подобная ситуация имеет место  для примера,  представленного на рис. 

3.19.10. при положительных значениях  скорости потока в узлах   i и  k, так как Sk > Si . 

Во втором случае скорость одного из потоков направлена в элемент,  а другого - из 

элемента, но абсолютная скорость потока выходящего из элемента больше скорости 

потока, направленного в элемент. В этом случае считается, что потери давления 

определяются разницей скоростей. Подобная ситуация имеет место  для примера,  
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представленного на рис. 3.19.10. при отрицательных  значениях  скорости потока в узлах   

i и  k, так как Sk < Si . тогда для данного примера

Pi
=ж  ( vi 

2 vj 
2)/ 2 . 

В третьем случае скорости  потоков  i  и  k направлены из элемента. Тогда, полагая 

скорость жидкости перед входом в рассматриваемые каналы равной нулю получим 

формулы для местных потерь давления в узлах i и  k в виде

Pl
=ж   vl 

2 / 2 ,   где  l = i,  k. 

.Если в качестве рабочего тела используется газ, то рассматривается   

адиабатический  процесс. Плотность газа в рассматриваемый момент времени 

определяется как масса газа, находящегося в полости, отнесённая к объёму полости  

mbiQibjQjbiQi   ) / , 

где   mо0- масса рабочего тела  находившаяся в элементе  в  начальный 

момент. 

         bl   -для входящего в элемент потока,  

         bl   --для выходящего  из элемента потока,  

         l  =  i,  j,  k 

Местные потери давления определяются также, как и для жидкости.  Для более 

точного учёта потерь в этом случае следует дополнительно включать в модель  элементы, 

описывающие местные сопротивления.  

 

Для элемента  задаются следующие параметры: 

1. Номера связываемых узлов  i,   j,   k  . 

2. Положительное направление потока в узлах    ( в элемент или из элемента).  

3. Диаметры  каналов  Di ,     Dj  ,   Dk , мм. 

4. Длины  каналов  Li ,     Lj  ,   Lk , мм. 
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3.18.8. Поверхности взаимодействия с рабочим телом 
 

Элемент предназначен для моделирования взаимодействия рабочего тела с 

элементарными площадками объёмных и плоских элементов. Позволяет связать 

перемещения части пространственной модели, находящейся в контакте с рабочей 

жидкостью гидропривода, с движением и давлением жидкости. Это могут быть элементы 

конструкции сосудов высокого давления, поршни, диафрагмы и т.п. Расчётная схема  и 

графический образ элемента представлен на рис. 3.18.11. 

 Элемент представляет собой совокупность четырёхугольников (треугольников), 

описывающих внутреннюю поверхность или часть поверхности рассматриваемого 

объёма, который связан с узлом гидропривода  i. Положительным направлением потока в 

этом узле гидропривода принято движение жидкости из рассматриваемого объёма.  

 Перемещение каждого элемента поверхности в направлении нормали 

соответствует уменьшению объёма. 

 Поверхность может быть замкнутой и не замкнутой. 

Давление, создаваемое в рассматриваемом объёме,  вызывается упругой 

деформацией жидкости, находящейся в нём. 

Элемент имеет внутренний геометрический  объём  г , определяемый 

интегрированием по рассматриваемой поверхности. Реальный объём жидкостиж , 

находящейся в элементе, определяется как разность геометрического объёма в исходном 

положении 0 г и объёма жидкости, прошедешей через узел потока  Qi

 ж,  =  0г     -     Qi    , 

тогда относительное изменение объёма  o , принимаемое в качестве эквивалента 

деформации,  определится как отношение разности реального и геометрического объёмов 

к геометрическому объёму

o  = (ж  - г) /г . 

Давление в рассматриваемом объёме  Po  определится известным выражением  

Po = Eж  o. 

Потери давления от движения жидкости  в элементе не учитываются.  

При определении матрицы инерции масса жидкости полагается равномерно 

распределённой по поверхности элемента. 

При учёте давления от распределённых по массе нагрузок полагается, что на 

каждый элемент поверхности действует давление от столба жидкости, высота которого 

определяется  как разность координат середины поверхности и узла потока жидкости, 

связанного с полостью элемента. 

Для элемента задаются: 

1. Индекс узла потока жидкости i. Указывается неявно. В качестве i принимается 

индекс первого узла конечного элемента типа участок трубопровода, описанного   

(см.п.3.18.1) в  предшествующей записи. 

2. Индексы всех участков поверхности входящих в элемент j, k, l, m. Эти данные 

должны находиться в одной записи. 

3. Направление нормали к сечению объёма. Выбирается параллельным к одной из 

координатных осей ГСК. Важно для незамкнутых объёмов. В этом случае объём полости 

определяется как объём, заключённый между плоским сечением, проходящим через узел   

потока жидкости, и рассмативаемой поверхностью. Сечение постоянно по объёму и 

определяется проекцией рассматриваемой поверхности на плоскость, нормальную к 

указанной оси. 

Элемент изображается совокупность прозрачных четырёхугольников красного 

цвета, из середины которых по нормали   проведён отрезок к ограничеваемому объёму. В 
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режиме отображения ЛСК КЭ из середины каждого элемента поверхности проводится   

отрезок синего цвета к узлу потока жидкости. 

 

 

 
Рис. 3.18.11. Поверхности взаимодействия: а – модель замкнутого объёма в 

разрезе;  б – незамкнутый объём;   в – изображение элемента в режиме 
отображения ЛСК КЭ. 

1 – элементарные поверхности, входящие в КЭ; 
2 – узел потока жидкости; 

3 – контур сечения для незамкнутого объёма. 
hz - высота столба жидкости для элементарной поверхности. 
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3.18.9. Насос 
 

Элемент предназначен для моделирования устройств подачи рабочей жидкости в 

гидроприводе, для которых имеется возможность задания связи между расходом и 

напором в виде функции.  

Для элемента задаются: 

-номер узловой точки; 

-направление подачи (прямое или обратное); 

-характеристика     h = f(Q)   – зависимость напора h от расхода Q.  

Номер узловой точки определяет место в схеме, где подаётся жидкость с 

использованием  моделируемого  устройства. 

Необходимость задания направления обусловлена изложенными ранее правилами 

построения схемы, в соответствии с которыми положительное направление потока 

выбирается предварительно, как система координат. В то же время реальное направление 

подачи жидкости конкретным устройством при работе может не совпадать с выбранным 

положительным направлением потока. В этом случае указывается обратное направление. 

На рис.3.18.12. представлены изображения 

элемента, соединённого с участком 

трубопровода для прямого (а) и обратного  (б) 

вариантов элемента. 

Характеристика задаётся в виде 

таблицы значений  h(м)  и Q (куб.м) в порядке 

возрастания значений  расхода.  

Элемент может быть как оконечным, 

т.е. соединяться только с одним элементом 

другого типа (трубопроводом, 

разветвлением…), так и находиться на участке 

трубопровода. В этом случае создаваемый им 

напор будет равен разности напоров элементов 

трубопровода, соединяемых в 

рассматриваемом узле.   

 

 

 

 

 
Рис. 3.18.12. Отображение 
насоса на схемах: а – прямого;  
б – обратного.  
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3.18.10. Клапан  
 

Элемент предназначен для упрощённого моделирования устройств, пропускающих 

рабочее тело в заданном направлении. В данной модели исключается из рассмотрения 

уравнение движения запирающего элемента, а времена открывания toтк и закрывания tзак 

клапана задаются как его рабочие характеристики. 

Местные потери давления на элементе P определяются выражением

P =ж   vж 2 / 2 , 

где   - коэффициент сопротивления, задаваемый в исходных данных и 

определяющий характерные особенности моделируемого устройства, 

vж = Vж /S – скорость жидкости в узле, 

Vж = dQx /dt- объёмный расход жидкости в узле, 

S - площадь отверстия истечения . 

Условием открывания клапана является  превышение перепада давления на 

клапане в направлении пропускания на величину Pп – давления подпора, являющегося 

конструктивной характеристикой клапана.   В частном случае Pп  = 0 . 

Для прямого клапана  условие открывания имеет вид 

 

P1  >P2  + Pп    ,    (1) 

 

где  P1   и P2  - давления в состыкованных в узле элементах до и после узла по 

направлению потока. Полагается,  что открывание клапана начинается с момента  

выполнения условия to ,  и  далее, на интервале открывания    to < t < to + toтк   площадь 

проходного сечения клапана S изменяется линейно   

S = So (t  -  to) / toтк   

 

При  t  >  toтк    площадь проходного сечения равна максимальной заданной, т.е.  S 

= So 
Аналогично, при закрывании, начинающемся с момента  нарушения условия  (1) to, 

S = So ( 1  -   (t  -  to ) / tзак ) .   

При  t  >  to + tзак     площадь проходного сечения равна нулю. 

Соответственно, для обратного клапана P1   и P2  в выражении для условия 

открывания меняются местами. 

В простейших случаях величина  считается постоянной, и принимается равной o  

, задаваемом в исходных данных. При необходимости  можно задать в виде функции от 

числа Рейнольдса.  Функция f(Re) задаётся таблично в записи, располагаемой перед 

описанием элемента, а коэффициент местного сопротивления в этом случае определяется 

выражеием 

 = o  f(Re)   . 
На схемах элемент изображается окружностью с треугольником внутри. Для 

прямого элемента одна из вершин треугольника направлена вправо, для обратного – 

влево. 

Для элемента задаются: 

-направление подачи (прямое или обратное); 

-характеристика     h = f(Q)   – зависимость напора h от расхода Q.  

- максимальная  площадь проходного сечения   Sо ;. 

- коэффициент сопротивления    

- направление - обратный или прямой 
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- время открывания   toтк , с ;  

- время закрывания   tзак  , с ; 

- давление подпора   Pп  ,  МПа; 

- номера узлов, с которыми связаны описываемые элементы. 

В одной записи можно описать несколько элементов с одинаковыми параметрами, 

но связанными с разными узловыми точками. 
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3.18.11. Зависимость коэффициента сопротивления от числа 
Рейнольдса 

 

Зависимость коэффициента местного сопротивления от числа Рейнольдса 

L = f(Re) 
задаётся таблично в отдельной записи и используется для более точного 

вычисления  местных сопротивлений, так как позволяет учесть влияние на величину 

местных потерь таких факторов, как вязкость жидкости и особенности процесса течения в 

моделируемом устройстве.  Запись с указанной функцией должна располагаться в наборе 

данных непосредственно перед описанием элементов (местное сопротивление, клапан, 

регулируемый дроссель), к которым она относится. При задании этой функции 

коэффициент местного сопротивления определяется в соответствии с выражением 
 = o  f(Re)   , 

 

где при определении числа Рейнольдса по формуле 

 

Re = Vж D/  

 

в качестве D принимается диаметр отверстия, площадь которого равна сечению 

потока в рассматриваемой точке, т.е.  



S
D

4
  

Если отверстие отличается  от круглого, то o  , можно использовать как 

поправочный коэффициент. Обычно,  при использовании рассматриваемого способа 

описания местных сопротивлений,  o  принимается равным единице. 
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3.18.12. Газовый редуктор 
 

Элемент предназначен для упрощённого моделирования редукционных клапанов. 

В данной модели исключается из рассмотрения уравнения движения регулирующих 

элементов,  задаётся  его рабочая характеристика в виде функции давления на выходе от 

расхода и времена открывания toтк и закрывания tзак. 

Для элемента задаются: 

-номер узловой точки; 

- время открывания   toтк , с ;  

- время закрывания   tзак  , с ; 

-характеристика     P  = f(Q)   – зависимость давления  P  от расхода Q задаётся в 

виде таблицы значений в порядке возрастания давления . Давление указывается в МПа, 

расход – кг.с 

Номер узловой точки определяет место в схеме, где подаётся жидкость с 

использованием  моделируемого  устройства. 

Для элемента принято только положительное направление потока.  

Элемент может быть как оконечным, т.е. соединяться только с одним элементом 

другого типа (трубопроводом, разветвлением…), так и описывать процесс понижения 

давления газа в цепи.  

На рис.3.18.13. представлены изображения элемента, соединённого с участком 

трубопровода для вариантов расположения элемента в цепи   и  (а)  оконечного  (б). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.18.13. Отображение ‘элемента на 
схемах: а – элемент в цепи;  б – элемент 
как источник газа. 
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3.18.13. Охладитель 
 

Элемент предназначен для упрощённого моделирования охлаждающих устройств, 

обеспечивающих теплообмен между двумя потоками рабочего тела – охлаждаемым и 

охлаждающим. Различаются два типа охладителей – теплообменник и кондиционер.  

Принципиальное отличие кондиционера от теплообменника заключается в том, что у 

кондиционера температура  охлаждающего потока может быть выше температуры 

охлаждаемого потока. 

В охлаждаемом потоке движется теплоноситель, а в охлаждающем – хладагент. 

 

 
Рис. 3.18.14. Охладитель: 
а и б – расчетная схема и отображение элемента с пятью узлами,  
в и г – расчетная схема и отображение элемента с четырьмя узлами.  
 

 

3.18.13.1. Теплообменник 
 

Расчетная схема и условные изображения элемента представлены на рис.3.18.14.  

В общем случае, элемент связывает пять узлов: - четыре узла потока i, j ,k, l,  и узел 

m, расположенный в точке условного разделения потоков. Через узлы  i и j  проходит 

охлаждающий поток, а через  узлы  k и l - охлаждаемый. В точке m определяется условная 

осреднённая температура части конструкции, разделяющей потоки (разделителя).  

В большинстве конструкций суммарной теплоёмкостью материла разделителя 

можно пренебречь. В этом случае разделитель и, соответственно, точка m исключаются из 

рассмотрения, а элемент связывает только четыре узла потока i, j ,k, l .  Отображение 

элементов с пятью и четырьмя узлами представлено на рис. 3.18.14.  б  и в   

соответственно.  

Теплообменные свойства элемента описываются  зависимостью вида 

, 

где  
)вх(

1T  - температура хладагента на входе в охлаждающий канал, 
)вх(

2T - температура теплоносителя на входе в охлаждаемый канал, 
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)вых(
2T - температура рабочего тела на выходе из охлаждаемого канала, 

тоM - коэффициент эффективности теплообмена. 

В соответствии с общими правилами построения моделей гидравлических схем, 

узлы i и j располагаются по выбранному направлению потока. При этом,  входным узлов 

для элемента будет считаться узел, в который, по отношению к элементу, входит рабочее 

тело. При положительном направлении потока ( 0Q1 
 ) – это узел i , а при отрицательном  

( 0Q1 
  ) – узел  j . Такое же правило действительно и для узлов охлаждаемого канала k и 

l .  

Кроме того, элемент обладает теплоёмкостью и гидравлическим сопротивлением в 

охлаждаемом и охлаждающем каналах. 

Тепло mq , требуемое для элементарного нагревания канала,  определяется  

выражением 

  , 
где   

mT  - температура рабочего тела в канале, 

 - теплоёмкость канала, 

m
с  - удельная теплоёмкость рабочего тела в канале, 

m  - плотность рабочего тела  в канале, 

mW  - объём полости канала, 

m =1 для охлаждающего канала,     m =2   для охлаждаемого канала, и     m =3   для 

разделителя. 

Температура хладагента на выходе охлаждающего канала 
)вых(

1T определяется из 

условия сохранения энергии, т.е. из предположения, что количество тепла, отводимого от 

теплоносителя, равно количеству тепла,  подводимого к хладагенту. Тогда 

, 

где  

1   и  2   - плотности рабочего тела в охлаждающем и охлаждаемом потоках,  

аналогично  1
с   и    2

с  - удельные теплоёмкости. 

Для элемента с пятью узлами полагается, что кроме приведеных выше 

выполняются следующие соотношения 

 
и 

, 

3T  - температура разделителя, 

т - коэффициент эффективности теплообмена между разделителем и 

теплоносителем, 

х - коэффициент эффективности теплообмена между разделителем и 

хладагентом. 

При этом, если задан коэффициент эффективности теплообмена тоM , то 

достаточно задать один из коэффициентов теплообмена с разделителем. При заданных 

т   и  тоM  можно использовать выражение 

, 
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где 

  . 

 

Для элемента задаются: 

1. Номера узловых  точек входа и выхода из элемента охлаждающего канала i и j . 

2. Номера узловых  точек входа и выхода из элемента охлаждаемого канала k и l . 

3. Для элемента с пятью узлами задаётся, также, номер узла разделителя m., 

4. Теплоёмкость  охлаждающего канала   1С  ,  дж/град. 

5. Теплоёмкость  охлаждаемого канала   2С  ,  дж/град. 

6. Для элемента с пятью узлами задаётся, также, теплоёмкость  разделителя   3С  ,  

дж/град. 

7. Коэффициент гидравлического сопротивления охлаждающего канала 1  . 

8. Коэффициент гидравлического сопротивления охлаждаемого канала 2  . 

9. Для кондиционера задаётся мощность  Wo ,  вт. 

10. Безразмерный коэффициент эффективности теплообмена  тоM   в виде 

таблично заданной функции  ),( 21QQMто
  расходов в охлаждающем 1Q

 и 

охлаждаемом 2Q
  каналах. 

Таблица значений  коэффициента тоM  вводится последовательно. Задаются число 

значений расхода хладагента 1N   и  теплоносителя 2N  .  Затем вводятся значения  

расходов хладагента (  ) , теплоносителя (  ), и значения 

коэффициента эффективности теплообмена .  При этом 

значения   
)(

1

iQ  и  
)(

2

jQ  должны быть расположены в порядке возрастания.   На 

рис.3.18.15 представлен типовой график зависимости  с указанными на 

нём табличными значениями, которые необходимо сформировать для описания функции в 

данных, описывающих элемент. 
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Рис. 3.18.15. К вопросу описания зависимости коэффициента эффективного 

теплообмена от расходов охлаждаемого и охлаждающего потоков 
 
 
11. Для элемента с пятью узлами задаётся безразмерный коэффициент 

эффективности теплообмена теплоносителя т   и разделителя в виде таблично 

заданной функции  )Q( 2то
  расхода в охлаждаемом 2Q

  канале. 

 

 

 

 

3.18.13.2. Кондиционер 
 

Расчетная схема и условные изображения элемента представлены на рис.3.18.14а  и  

в..  

Элемент связывает четыре узла потока i, j ,k, l. Через узлы  i и j  проходит 

охлаждающий поток, а через  узлы  k и l – охлаждаемый, т.е реализован только в варианте 

с четырьмя узлами  

Для рассматриваемого элемента температура теплоносителя на выходе из 

охлаждаемого канала определяется выражением   

, 

где     oW - номинальная мощность. 

Температура хладагента на выходе охлаждающего канала определяется так же, как 

и  для теплообменника. 

Потери давления от гидравлических сопротивлений в каналах mp , как для 

кондиционера, так и для теплообменника, определяются по формуле 



 

 

210 

  , 

где    m  - коэффициент гидравлического сопротивления охлаждающего канала.  

 

В данном примере принято  5. 1 N   и   4. 2 N . Значения  
),( ji

тоM  должны быть 

расположены в следующем порядке , 

т.е. при вводе данных второй индекс меняется быстрее. 

Все значения, представленные в таблице, должны быть положительными. 

У кондиционера, в отличие от теплообменника, свойства не зависят от 

соотношения температур потока, т.е.  температура охлаждаемого потока может быть ниже 

температуры охлаждающего потока.   

Для элемента задаются: 

1. Номера узловых  точек входа и выхода из элемента охлаждающего канала i и j . 

2. Номера узловых  точек входа и выхода из элемента охлаждаемого канала k и l . 

3. Теплоёмкость  охлаждающего канала   1С  ,  дж/град. 

5. Теплоёмкость  охлаждаемого канала   2С  ,  дж/град. 

5. Коэффициент гидравлического сопротивления охлаждающего канала 1  . 

6. Коэффициент гидравлического сопротивления охлаждаемого канала 2  . 

7. Мощность  Wo ,  вт. 

8. Безразмерный коэффициент эффективности теплообмена  тоM   в виде таблично 

заданной функции   расходов в охлаждающем 1Q
 и охлаждаемом 2Q

  

каналах. Структура и особенности ввода таблицы рассмотрены в предыдущем 

подразделе (3.18.13.1). 
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3.18.14. Связь канал-поток 
 

Элемент предназначен для описания соответствия (топологической связи) узла 

потока упругому, или пространственному узлу модели. Описание этой связи необходимо 

при рассмотрении взаимодействия  моделей трубопроводных систем из стержневых, 

объёмных и пластинчатых элементов с моделями движения потока рабочего тела.   

Наличие такой связи между парой узлов интерпретируется следующим образом: 

-при определении давлений внутри полого стержня, описывающего трубопровод 

как упругую модель,  используются величина давления в узле гидросхемы, связанного с 

узлом стержня связью канал-поток; 

- при определении температур полагается, что температура в упругом узле 

соответствует температуре стенки канала, а температура в узле потока – температуре 

жидкости; 

- имеет место конвективный теплообмен между жидкостью и стенкой. 

 

 
 

 

 

 

 

 

Связь описывается номерами пары связываемых узлов в любом порядке. 

Ввод связи может осуществляться интерпретацией графических примитивов, или 

автоматически, по команде разделений узлов потока и пространственных для модели, в 

которой эти узлы совмещены.  

Рис. 3.18.13. Пример отображения связи канал-поток на схемах: 
1 – стержневые элементы; 2 - связь канал-поток;  3- элементы 
трубопровода. 
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3.18.15. Автомат-терморегулятор 
 

Элемент предназначен для обеспечения возможности моделирования систем 

автоматического управления тепловыделением и охлаждением в системах с дискретным 

считыванием контролируемых параметров. 

Позволяет реализовать пропорционально-интегрально-дифференциальный 

аналоговый закон управления мощностью (ПИД-М), а также пропорционально-

интегрально-дифференциальный закон с использованием широтно-импульсного 

моделирования (ПИД-ШИМ). 

ПИД-М-закон предполагает вычисление параметра P ,  определяющего мощность, 

в виде  

rFPP 0 , 

где  rF  - функция регулирования, определяемая следующими зависимостями 

0rF   при  0tf , 

tr fF    при  10  tf , 

1rF  при  1tf , 

- функция управления, 

0P - амплитудное значение управляемого параметра, 

ttt TTT  - разность температур на шаге опроса, 

0T - температура регулирования, 

tT - значение контролируемой температуры в момент времени t, 

T - значение контролируемой температуры в момент времени  , 
t - шаг опроса по времени, 

321 ,, kkk  - задаваемые коэффициенты в законе регулирования, 

пntt 0 - момент последнего обнуления интегрального члена функции управления, 

пt - период обнуления интегрального члена функции управления, 

при этом  n = 1,2,3…, выбирается таким образом, чтобы   nt < t < (n+1) t.  

При реализации этого закона управления выполняется определение значений 

контролируемой температуры Tt в моменты времени с шагом по времени t  и 

вычисление значений функций управления и регулирования..  

ПИД-ШИМ-закон предполагает определение интервала времени , на который 

управляемому параметру присваивается заданное значение 0P . Этот закон записывается 

в виде  

0PP     при    ff ttt , 

и 

0P    при    ftt    или 0 ,    

где 

rtF  ,

ft  - момент последнего вычисления функции регулирования. 

В качестве параметров P   и  0P   могут выступать как мощность тепловыделения 

в точке, так и множитель при нагрузках, описанных в следующих записях.  

В первом случае элемент связывает два узла  i   и   j . В узле   i  определяется 

значение контролируемого параметра – температуры, а в узле   j  в уравнение 

теплопередачи включается  тепловыделение с интенсивностью p . 

Во втором для элемента указывается только один узел – i , в котором определяется 

значение контролируемой температуры. Множитель, равный по величине p  будет 
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использоваться для всех тепловых и механических нагрузок (температуры в узлах, 

интенсивность тепловыделения, температуры среды, давления, сосредоточенные усилия и 

т.д.), а также для кинематических граничных условий. Т.е. при формировании системы 

уравнений текущие величины нагрузок и кинематических граничных условий, описанных 

в следующих записях, будут умножаться на величину  P . В этом случае элемент может 

регулировать нагрузки и перемещения механических элементов, например, изменять 

скорость вращения вала, связанного с насосом подачи охлаждающей жидкости в систему, 

и т.д. Действие множителя ограничивается записями-множителями при нагрузках и 

кинематических граничных условиях, расположенными после записей с нагрузками и 

кинематическими граничными условиями, для которых предназначено регулирование 

величин, или такой же записью, описывающей закон регулирования.  

Изображение различных вариантов элемента на схемах представлено на 

рис.3.18.15. 

 

 

 
 

 

Для элемента задаются следующие данные: 

1. Номера узлов  i   и   j .  Если элемент определяет множитель при нагрузках – только 

узел  i . 

2. Тип закона управления  (ПИД-М   или  ПИД-ШИМ). 

3. Амплитудное значение регулируемого параметра 0P  . Если это мощность, то 

величина  0P   задаётся в ваттах. 

4. Интервал опроса  t  , с . 

5. Температура регулирования  0T  ,   град С. 

6. Коэффициенты 321 ,, kkk  в законе регулирования. 

7. Период (обнуления интегрального члена) пt , с . 

Рис.3.18.15. Отображение элемента на схемах:  
а – элемент ПИД-М; 
б – элемент ПИД-ШИМ; 
в –  одноузловые элементы. 
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3.18.16. Виртуальная полость  
 

Элемент описывает полость цилиндрической формы, соединяющую несколько 

потоков, число которых определяется числом узлов, захваченных полостью. На рисунке 

(вид а) представлена схема элемента, на которой поз.1 - непосредственно элемент, форма 

которого определяется задаваемым диаметром D и длиной - расстоянием между узлами i и 

j элемента, поз.2 - узлы, захваченные элементом, потоки которых объединяются. 

Графический образ элемента соответствует представленному на расчётной схеме. 

        

 
 

 

 

На виде 2 представлен простейший вариант использования элемента для 

моделирования многоходового переключателя. Для этого в области захвата (внутри 

цилиндра) расположены несколько регулируемых сопротивлений (поз.3), для которых 

заданы соответствующие зависимости сечений от перемещения управляющего узла 
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(поз.4). Местные сопротивления в связываемых узлах определяются также, как и для 

элемента цилиндр-поршень, т.е. предположения об ускорении рабочего тела из 

неподвижного состояния по различным для жидкости и газа формулам. Площади сечений 

каналов определяются площадями элементов, связанных с захваченными узлами. При 

необходимости соединения узла без потерь, в захватываемом узле следует задать местное 

сопротивление с площадью сечения, равной или большей площади сечения виртуальной 

полости. 

Узлы i и j определяют форму элемента и, соответственно, геометрию. 

        Если с этими узлами соединены узлы потока, то они также рассматриваются 

как захваченные, т.е. с ними можно соединять другие элементы гидропривода. 

К захватываемым узлам предъявляется одно требование: поток в них не должен 

быть замкнут, т.е. это узлы, с которыми связан только один элемент потока 

(сопротивление, трубопровод,...). 

         Это, также, может быть узел, в котором задано давление в узле гидропривода, 

или кинематическое условие (перемещение или скорость). Это, также, может быть узел, в 

котором задано давление в узле гидропривода, или кинематическое условие (перемещение 

или скорость). При задании давления в полости будет источник рабочего тела с заданным 

давлением, аналогично, при заданной скорости в полость с заданной скоростью 

(расходом) будет поступать рабочее тело. 

 

Для элемента задаются следующие параметры:  

1. Номера узлов i и j, определяющих форму элемента. 

2. Диаметр полости D, мм. 

3. Объём полости W, куб.мм. При задании W = 0 объём определяется по геометрии 

элемента - как произведение площади сечения на длину. 

 

Ввод элемента в графическом редакторе выполняется интерпретацией графических 

примитивов. 
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3.19. Элементы сопротивления  
 

 

Для моделирования местных потерь энергии при движении модели в программе 

реализованы силы и моменты  сопротивления. Рассматриваются как постоянные в 

данный момент времени по величине узловые силы и моменты, направленные в сторону 

противоположную направлению движения (скорости) узловой точки, к которой они 

приложены. Задаются номером узла, к которому приложены, направлением действия (по 

осям) и значением.  Обозначаются ромбом красного цвета вытянутым вдоль заданной оси 

(рис. 3.19.1а).  При обозначении моментов узел отмечается окружностью (рис. 3.19.1б). 

Элементы работают только в алгоритме вычисления больших динамических и 

статических перемещений, зависящих от времени. Также как и для других видов нагрузок, 

для них может быть  задан коэффициент, зависящий от времени. 

 

 
 

Рис. 3.19.1. Схематические изображения сил сопротивления: а - силы; и б – 
моменты. 
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3.20. Логические элементы  
 

Моделирование логических функций различного рода автоматических устройств 

осуществляется с помощью логического элемента, обеспечивающего задание значений 

специального логического параметра при выполнении различного рода условий.  

В качестве логического параметра выступает значение перемещения по оси  OX  

ГСК в узле с заданным номером.  Этому параметру может присваиваться конкретное 

значение, или значение времени, прошедшего с момента выполнения логического 

условия. 

Условиями перехода являются  соотношения значений определяющего параметра  

больше или меньше заданной величины. При этом переход может быть как 

односторонним, так и симметричным. Для одностороннего после выполнения условия 

обратный переход не проверяется. 

Определяющими параметрами могут служить перемещения, скорости или 

ускорения в узлах в направлении координатных осей ГСК, а также величины давлений в 

узлах потока рабочего тела, если в модели присутствуют элементы гидро- или 

пневмопривода. 

Для одного логического параметра в одном элементе может быть задано несколько 

условий перехода. 

На схеме элемент обозначается квадратом, в центре которого находится узел с 

логическим параметром.  Линиями со стрелками посередине прямоугольник связан с 

узами, в которых заданы определяющие параметры.  Изображение элемента представлено 

на рис. 3.20.1.    

 
 

Рис. 3.20.1. Схематическое изображение логического элемента. 
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3.21. Акустические датчики и воздействия  
 

Элементы, рассмотренные в данном разделе, предназначены для решения задач 

моделирования процессов распространения акустических волн в конструкциях, состояших 

из конечных элементов. 

 

3.21.1. Акустический датчик 
 

Одноузловой конечный элемент, определяющий положение акустического датчика 

в КЭ модели. Изображение на схеме представлено на рис.  3.21.1.   

Для элемента не задаются какие-либо параметры. Элемент указывает на точки, 

соответствующие положению акустических датчиков, для которых  строятся временные 

диаграммы (см.п.2.2.14) или определяются параметры движения при обработке 

результатов расчёта параметров акустических полей как динамических процессов.  

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.21.1. Отображение акустических датчиков 
на схеме. 
 

 

 

 

 

 

 

При отображении временной диаграммы конкретного датчика на схеме 

отображается только этот датчик.  При отображении суммарной временной диаграммы 

отображаются все датчики с их порядковыми номерами. 

Вводится обычными способами (графическим или текстовым). 
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Рис. 3.21.2. Моделирование источника звука. 
а – положение источника в модели; 
б – графическое отображение элемента; 
в – часть структуры набора данных, описывающая 
элемент.   

3.21.2. Источник звука 
 

Элемент предназначен для моделирования источника звукового давления в 

объёмной модели. Определяет величины и продолжительность действия давлений на 

гранях выделенного объёма. Объём описывается обычными объёмными 8-узловыми 

конечными элементами.  

Структурно элемент оформлен в виде записи, расположенной непосредственно 

перед объёмными элементами, описывающими форму и положении источника. При вводе 

элемента необходимо выделить  группу объёмных элементов, моделирующих объём 

излучающий звук. При этом необходимо обеспечить одинаковую ориентацию локальных 

систем координат всех элементов, так как величины давлений  Px ,   Py и   Pz     задаются 

отдельно по площадкам, нормальным к осям локальных систем координат элементов и 

могут отличаться по величине. Варьируя величинами давлений можно обеспечить 

требуемое направление звукового давления. Положительное значение давлений 

соответствует направлениям нормали к поверхности. Если перед описанием данного 

элемента в наборе данных находится множитель при нагрузках, то величина давления 

определяется как произведения значения множителя в текущий момент времени на 

заданную величину давления.  Кроме величин давлений задаётся продолжительность их 

действия Tmax .  Малые величины Tmax. соответствуют импульсному воздействию. 

При отображении элемента на схемах в серединах граней объёмных элементов, 

описывающих область источника звука, выводятся три эксцентрично расположенные 

окружности красного цвета.  

Пример использования и графического обозначения элемента представлен на 

рис.3.21.2. 

 
 

 
 
 
 

 



 

 

 
3.22. Суперэлементы  и  подструктуры 
 

В программе обеспечена возможность включения в модель других моделей, 

описанных в отдельных файлах, в качестве элемента модели.    Здесь возможны два 

варианта – суперэлемент и подструктура. 

Суперэлементы и подструктуры представляют собой отдельные 

конечноэлементные модели частей объекта с заданными внешними узлами. Внешними 

узлами суперэлементы и подструктуры стыкуются с другими элементами в общей модели. 

В качестве примера на рис.3.22.1 представлена модель теплообменника, составленная из 

200 одинаковых суперэлементов. 

 

 
 
Рис. 3.22.1. Использование суперэлемента: а – отображение модели из 
суперэлементов;  б –модель суперэлемента.  
1-упрощённое графическое представление суперэлемента в общёй модели; 
2-конечные элементы, входящие в модель суперэлемента; 3- внешние узлы 
суперэлемента. 
 
Модели суперэлемента и подструктуры описываются практически одинаково, и 

представляют собой обычный набор данных дополненный записью с номерами внешних 

узлов и, для суперэлемента,  способом хранения матриц и требуемыми свойствами 

(механическими и тепловыми). Разница заключается в порядке обработки данных в ходе 

вычислений и, соответственно, в ограничениях на использование.   

Для суперэлемента матрицы, описывающие требуемые свойства, вычисляются 

предварительно, следовательно, свойства суперэлемента постоянны и не могут изменяться 

в процессе вычислений.  

Подструктура обрабатывается при вычислениях, для общей модели, и, в  сущности, 

представляет собой разновидность описания общей модели в виде комбинации моделей. В 

подструктуре могут использоваться все элементы без ограничений.  



 

 

Подструктуры и суперэлементы в общей модели описываются сходным образом: в 

набор данных вводится запись о суперэлементе или подструктуре, содержащая ссылку на 

файл с описанием соответствующей модели, и глобальный номера внешних узлов этого 

элемента в порядке их локальной нумерации в модели суперэлемента. При этом в одной 

записи может быть описано несколько включений (дублей), с разными комбинациями 

глобальных номеров внешних узлов. Так, для описания модели, представленной на рис. 

3.22.1, нужна только одна запись о свойствах суперэлемента со ссылкой на один файл и 

200 дублями комбинации номеров внешних узлов.  

В программе  используются следующие названия: 

 -запись суперэлемента (подструктуры)– это запись, содержащая описание 

суперэлемента или подструктуры; 

 - файл суперэлемента (подструктуры)– это файл, содержащий все исходные 

данные для модели суперэлемента или подструктуры,  на который имеется 

ссылка в записи суперэлемента. 

В общей модели суперэлементы и подструктуры отображаются одинаково. 

Точками зелёного цвета отображаются внешние узлы и выводится упрощённое 

изображение их моделей. При этом, если в файле описания суперэлемента отсутствуют 

какие либо графические элементы, то в качестве упрощённого изображения выводится 

параллелепипед, охватывающий габариты модели. Если в файле описания суперэлемента 

или подструктуры присутствуют какие либо графические элементы (примитивы, 

поверхности, тела) то при графическом выводе суперэлемента они отображаются вместе с 

внешними узлами. Иллюстрация представлена на рис. 3.22.2.  Способ ввода примитивов 

не имеет значения. Это могут быть специально введённые элементы,  выделенные рёбра и 

границы и т.д. 

В файлах суперэлементов и подструктур не может содержаться записей 

суперэлементов и подструктур, т.е. возможен только один уровень декомпозиции модели. 

При вводе данных для суперэлементов и подструктур с использованием 

графического редактора автоматически запрещаются команды редактирования, 

позволяющие изменить относительное расположение узлов в подструктурах и 

суперэлементах. Т.е. узлы, связанные с каждой подструктурой, могут быть перемещены 

или повёрнуты только вместе. 

При выводе изображения возможно указать подструктуры и суперэлементы для 

которых требуется подробное отображение, т.е. отображение модели суперэлемента.   
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Рис. 3.22.2. Отображение суперэлемента: а –модель из суперэлемента;  б – 
отображение суперэлемента без графических элементов, в – модель 
суперэлемента с введённым графическим элементом в виде линейной 
осесимметричной поверхности,. г – отображение суперэлемента с 
графическими элементами в файле описания. 1 – внешние узлы, 2 – 
упрощённое графическое отображение, 3 – линейная осесимметричная 
поверхность. 
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3.22.1. Суперэлемент  
 

Подробно метод суперэлементов изложен в /13 и др./. Суперэлемент предполагает 

предварительное формирование матриц, описывающих его  свойства путём исключения 

внутренних узлов. Таким образом, суперэлемент – это элемент с геометрическими и 

физическими свойствами не зависящими от перемещений, температур и др. и  его 

подробная модель не может содержать конечных элементов, изменяющих его структуру и 

свойства. 

В суперэлементе выделяются внешние узлы, которыми суперэлемент стыкуется с 

другими элементами, и внутрениие узлы, которые исключаются в процессе определения 

свойств суперэлемента. Соответственно, в этих узлах определяются внешние и 

внутренние узловые неизвестные.  Для удобства изложения примем, что внешние узловые 

неизвестные расположены в начале и имеют номера от 1 до n – общего числа внешних 

узловых неизвестных. Общее число узловых неизвестных неизвестных модели 

суперэлемента равно N. 

Матрицы, определяющие свойства суперэлемента, определяются следующим 

образом 

 

, матрица  жёсткости суперэлемента, 

, матрица  инерции суперэлемента, 

, матрица  демпфирования суперэлемента. 

Здесь 

- матрицы инерции, демпфирования и жёсткости модели 

суперэлемента, 

 - матрица формы суперэлемента, размером n на  

 iq  - вектор формы суперэлемента, соответствующий внешнему узловому 

неизвестному с порядковым номером  i, в котором     qj = 0,   при j <= n;  qj = 1,   при j = i; 

а остальные элементы вектора получены из условия статических перемещений  при 

заданных значениях внешних узловых неизвестных. 

Вектор приведенных внутренних сил суперэлемента определяется выражением  

, 

где    sF    вектор внутренних узловых усилий суперэлемента. 

Вектор  перемещений суперэлемента {Qs} после вычисления перемещений общей 

модели  определяется выражением   

, 
 Где 

{Qo} – вектор перемещений внешних узлов суперэлемента,  

 'sK  - модифицированная матрица жёсткости, содержащая только коэффициенты 

при внутренних узловых неизвестных.  

Ориентация суперэлемента в общей модели выполняется по координатам трёх его 

внешних узлов, выбранных таким образом, чтобы они не лежали на одной прямой и 

находились на максимально возможном расстоянии друг от друга. Выбор этих узлов 

выполняется автоматически при формировании суперэлемента. 
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Далее, по вычисленному вектору перемещений суперэлемента определяются  

напряжения в элементах, входящих в его модель.  

Далее, по вычисленному вектору перемещений суперэлемента определяются  

напряжения в элементах, входящих в его модель.  

Суперэлементы имеют следующие ограничения: 

 матрицы, описывающие его свойства, должны быть  предварительно вычислены и 

храниться в файле суперэлемента; 

 при вариантных расчётах и при учёте изменения нагрузок во времени 

коэффициенты изменения нагрузок могут быть заданы только для всего 

приведенного вектора внутренних узловых усилий.  

 узловые силовые и кинематические граничныуслови (силы, моменты, 

перемещения, скорости) заданные в подструктурах ориентируются в гобальной 

системе координат модели суперэлемента. 

Возможны два варианта хранения матриц суперэлемента: в записи и в 

файле. 

Хранение в записи обеспечивает быстрое формирование матриц в процессе 

вычислений, но ограничивает объём матриц с точки зрения времени манипуляций с 

файлом данных. Этот способ целесообразно использовать для суперэлементов с 

небольшим числом внешних узлов, определяющим объём хранимых матриц, при 

многократном формировании матриц в процессе вычислений. Примером может служить  

описание звена механизма при решении задачи нелинейного динамического анализа. При 

этом, с целью контроля изменений обязательное обновление матриц суперэлемента 

выполняется в начале вычислений, и если в файле суперэлемента отсутствуют матрицы, 

то об этом выводится сообщение, а для вычислений используются ранее введённые в 

запись матрицы. 

Для суперэлементов с большим количеством внешних узлов целесообразно 

использовать второй способ хранения - в файле. В этом случае обращение к файлу 

суперэлемента выполняется при каждой реализации формировании матриц в алгоритме. 

 

3.22.2. Подструктура  
 

Основным, принципиальным  отличием подструктуры от суперэлемента является 

то, что вычисления для подструктур выполняются в общей модели, т.е. в сущности 

подструктура является формой представления исходных данных. Модель представляется в 

виде совокупности частей, описанных в отдельных файлах.  При этом, в основном файле 

могут использоваться все элементы, реализованные в программе.   

Модель подструктуры, как и обычная модель,  может содержать элементы с 

нелинейными свойствами материала, коэффициенты при нагрузках, а также элементы 

изменяющие структуру модели. 

Подструктуры имеют следующие ограничения: 

 коэффициенты при нагрузках, зависящие от параметров, а также в таблицах 

вариантов расчёта, учитываются для каждой записи нагрузок в подструктуре, но 

одинаковы для всех дублей подструктуры; 

 при использовании таблиц вариантов нагружения имена записей нагрузок должны 

быть уникальны для всего набора данных. 

 узловые силовые и кинематические граничныуслови (силы, моменты, 

перемещения, скорости) заданные в подструктурах ориентируются в гобальной 

системе координат основного файла. 
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3.23. Крепёжные элементы 
 

Все рассмотренные в данном разделе элементы являются комбинацией стержневых 

и контактных элементов.  

Элементы связывают два узла i  и  j. 

Для простейшего элемента, а также для головки и гайки возможно 

непосредственное задание начальных деформаций растяжения. 

Кроме того, в программе реализован алгоритм вычисления начальных деформаций 

при заданных напряжениях или усилиях растяжения-сжатия крепёжных элементов. В этом 

случае требуемые начальные усилия или напряжения указываются в соответствующей 

записи перед группой элементов. 

Моделирование реальных крепёжных элементов осуществляется комбинацией 

элементов, перечисленных ниже. 

 

 

3.23.1. Простейший крепёжный элемент 

 
Простейший крепёжный элемент представляет из себя прямолинейный 

пространственный брус трубчатого сечения с двенадцатью степенями свободы 

(рис.3.23.1.1), испытывающий деформации растяжения-сжатия    и изгиба в двух 

плоскостях и кручения.  

Сечение элемента постоянно по длине.  

Учитываются температурные деформации в виде теплового расширения стержня 

вдоль его оси.  

Локальная система координат элемента ориентируется по двум узлам, как для 

простого стержня. Нейтральная линия элемента совпадает с осью ox его локальной 

системы координат, а ось oy  лежит в плоскости XOY глобальной системы координат. 

 
 

Рис. 3.32.1.1. Простейший крепёжный элемент. 
 а – схема элемента, б – основные параметры. 
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Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента. 
 

Входные данные: 

Для элемента задаются номера связываемых узлов i  и  j,   наружный D  и 

внутренний d диаметры. Если заранее известна начальная деформация  

oLL , 

то она также может быть задана. Если требуется её предварительное определение 

то перед описанием элемента вставляется запись с указанием требуемой величины 

начального напряжения или усилия в элементе и после окончательного построения 

модели запускается алгоритм вычисления начальных деформаций при заданных 

напряжениях или усилиях растяжения-сжатия крепёжных элементов. 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

 

Выходные данные: 

Для элемента вычисляются и выводятся те же результаты., что и для стержня -  

амплитудные значения нормальных напряжения от растяжения сжатия, нормальные и 

касательные напряжения от изгиба в плоскостях xoy и xoz, касательные напряжения от 

кручения к   ,  а также интенсивность напряжений. Напряжения вычисляются в локальной 

системе координат по силовым факторам и характеристикам сечения.  Выводятся 

амплитудные значения напряжений, определяемые путем последовательных вычислений  

для всех опасных точек двух сечений, расположенных в узлах i и  j.  

Кроме напряжений программа обеспечивает вычисление и вывод силовых 

факторов (растягивающей силы px , перерезывающих сил py и pz,изгибающих моментов 

my и my в узлах i  и j, а также крутящего момента mx в локальной системе координат ). 

Все результаты могут выводиться как в графическом, так и  в табличном виде.  
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3.23.2. Шпилька 
 

Элемент предназначен для моделирования цилиндрической части болта, шпильки 

или винта при возможных контактах с отверстием в результате относительного смещения 

частей модели в направлении перпендикулярном оси элемента.  

Элемент представляет из себя прямолинейный пространственный брус круглого 

сечения с двенадцатью степенями свободы (рис.3.23.2.1), испытывающий деформации 

растяжения-сжатия    и изгиба в двух плоскостях и кручения.  

Сечение элемента постоянно по длине. 

Элемент может входить в контакт с ближайшими точками других элементов, 

расположенными в контролируемой области 

Учитываются температурные деформации в виде теплового расширения стержня 

вдоль его оси.  

Локальная система координат элемента ориентируется по двум узлам, как для 

простого стержня. Нейтральная линия элемента совпадает с осью ox его локальной 

системы координат, а ось oy  лежит в плоскости XOY глобальной системы координат. 

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента 

 
 

Рис. 3.32.2.1. Шпилька. 
 а – схема элемента, б – случаи контакта узловых точек с поверхностью 

элемента, в – основные параметры. 
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Входные данные: 

Для элемента задаются номера связываемых узлов i  и  j,   наружный диаметр D  и 

диаметр контролируемой области d, обычно принимаемый равным диаметру отверстия, в 

котором размещается шпилька.  

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

 

Выходные данные: 

Для элемента вычисляются и выводятся те же результаты., что и для стержня -  

амплитудные значения нормальных напряжения от растяжения сжатия, нормальные и 

касательные напряжения от изгиба в плоскостях xoy и xoz, касательные напряжения от 

кручения к   ,  а также интенсивность напряжений. Напряжения вычисляются в локальной 

системе координат по силовым факторам и характеристикам сечения.  Выводятся 

амплитудные значения напряжений, определяемые путем последовательных вычислений  

для всех опасных точек двух сечений, расположенных в узлах i и  j.  

Кроме напряжений программа обеспечивает вычисление и вывод силовых 

факторов (растягивающей силы px , перерезывающих сил py и pz,изгибающих моментов 

my и my в узлах i  и j, а также крутящего момента mx в локальной системе координат ). 

Все результаты могут выводиться как в графическом, так и  в табличном виде.  
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3.23.3. Резьба 
 

Элемент предназначен для моделирования взаимодействия резьбовой части болта, 

шпильки или винта с частью модели, состоящей из других типов  элементов.  

Элемент представляет из себя прямолинейный пространственный брус круглого 

сечения с двенадцатью степенями свободы (рис.3.23.3.1), испытывающий деформации 

растяжения-сжатия    и изгиба в двух плоскостях и кручения.  

Сечение элемента постоянно по длине. 

Элемент может входить в контакт с ближайшими точками других элементов, 

расположенными в контролируемой области 

Учитываются температурные деформации в виде теплового расширения стержня 

вдоль его оси.  

Локальная система координат элемента ориентируется по двум узлам, как для 

простого стержня. Нейтральная линия элемента совпадает с осью ox его локальной 

системы координат, а ось oy  лежит в плоскости XOY глобальной системы координат. 

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента 

 
 

Рис. 3.32.3.1. Резьба. 
 а – схема элемента, б – узлы связываемые элементом, в – основные 

параметры. 
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Входные данные: 

Для элемента задаются номера связываемых узлов i  и  j,   диаметр D  и шаг резьбы  

h. Шаг используется для определения диаметра сечения элемента. При задании нулевого 

значения шаг определяется по формуле  h = 0,15 D. Контролируемой областью считается 

весь объём элемента. 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

 

Выходные данные: 

Для элемента вычисляются и выводятся те же результаты., что и для стержня -  

амплитудные значения нормальных напряжения от растяжения сжатия, нормальные и 

касательные напряжения от изгиба в плоскостях xoy и xoz, касательные напряжения от 

кручения к   ,  а также интенсивность напряжений. Напряжения вычисляются в локальной 

системе координат по силовым факторам и характеристикам сечения.  Выводятся 

амплитудные значения напряжений, определяемые путем последовательных вычислений  

для всех опасных точек двух сечений, расположенных в узлах i и  j.  

Кроме напряжений программа обеспечивает вычисление и вывод силовых 

факторов (растягивающей силы px , перерезывающих сил py и pz,изгибающих моментов 

my и my в узлах i  и j, а также крутящего момента mx в локальной системе координат ). 

Все результаты могут выводиться как в графическом, так и  в табличном виде.  
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3.23.4. Шайба 
 

Элемент предназначен для моделирования взаимодействия плоских поверхностей 

круглой плоской шайбы с частью модели, состоящей из других типов  элементов.  

Элемент представляет из себя прямолинейный пространственный брус трубчатого 

сечения с двенадцатью степенями свободы (рис.3.23.4.1), испытывающий деформации 

растяжения-сжатия и изгиба в двух плоскостях и кручения.  

Сечение элемента постоянно по длине. 

Элемент может входить в контакт с ближайшими точками других элементов, 

расположенными в плоскостях поверхностей шайбы. При этом усилие взаимодействия 

действует по нормали к поверхности шайбы, т.е. вдоль оси элемента. 

Для связи захватываются узлы лежащие в плоскостях шайбы и расположенные на 

расстоянии между внутренним и наружным диаметрами шайбы. 

Следует учитывать, что при контакте шайбы с гайкой или головкой, узлы шайбы i  

и  j, не должны соединяться с узлами этих элементов. Должны только совпадать 

координаты соответствующих узлов шайбы и перечисленных элементов. Это необходимо 

для нормальной работы гайки и головки при создании предварительного натяжения. 

Учитываются температурные деформации в виде теплового расширения стержня 

вдоль его оси.  

Локальная система координат элемента ориентируется по двум узлам, как для 

простого стержня. Нейтральная линия элемента совпадает с осью ox его локальной 

системы координат, а ось oy  лежит в плоскости XOY глобальной системы координат. 

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента 

 Входные данные: 

Для элемента задаются номера связываемых узлов i  и  j,   диаметр D  и толщина  h. 

Контролируемая область определяется контурами шайбы и расстояниями hк от 

плоскостей шайбы, равными hк  = 0,15( D-d). 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

 

Выходные данные: 

Для элемента вычисляются и выводятся те же результаты, что и для стержня -  

амплитудные значения нормальных напряжения от растяжения сжатия, нормальные и 

касательные напряжения от изгиба в плоскостях xoy и xoz, касательные напряжения от 

кручения к   ,  а также интенсивность напряжений. Напряжения вычисляются в локальной 

системе координат по силовым факторам и характеристикам сечения.  Выводятся 

амплитудные значения напряжений, определяемые путем последовательных вычислений  

для всех опасных точек двух сечений, расположенных в узлах i и  j.  

Кроме напряжений программа обеспечивает вычисление и вывод силовых 

факторов (растягивающей силы px , перерезывающих сил py и pz,изгибающих моментов 

my и my в узлах i  и j, а также крутящего момента mx в локальной системе координат ). 

Все результаты могут выводиться как в графическом, так и  в табличном виде.  
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Рис. 3.32.4.1. Шайба. 
 а – схема элемента, б –связь элемента с другими узлами, в – основные 

параметры. 
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3.23.5. Гайка 
 

Элемент предназначен для моделирования взаимодействия плоских поверхностей 

гайки с частью модели, состоящей из других типов  элементов.  

Элемент представляет из себя прямолинейный пространственный брус круглого 

или многогранного сечения с двенадцатью степенями свободы (рис.3.23.5.1), 

испытывающий деформации растяжения-сжатия и изгиба в двух плоскостях и кручения.  

Локальная система координат элемента ориентируется по двум узлам, как для 

простого стержня. Нейтральная линия элемента совпадает с осью ox его локальной 

системы координат, а ось oy  лежит в плоскости XOY глобальной системы координат. 

Сечение элемента постоянно по длине. 

Элемент может входить в контакт с ближайшими точками других элементов, 

расположенными в плоскостях поверхностей гайки. При этом усилие взаимодействия 

действует по нормали к поверхности гайки, т.е. вдоль оси элемента. Контакт может 

устанавливаться с обеими плоскими поверхностями гайки. 

Для связи захватываются узлы, лежащие в плоскостях контакта гайки и 

расположенные внутри диаметра плоскости контакта гайки D. 

При этом для узлов, входящих в контакт с гайкой, задаётся предварительное 

поджатие в виде смещения узлов от плоскости контакта  L. Положительным считается 

направление от гайки. 

Учитываются температурные деформации в виде теплового расширения стержня 

вдоль его оси.  

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента  

Следует учитывать, что при контакте гайки с шайбой с, узлы шайбы i  и  j, не 

должны соединяться с узлами этих элементов. Должны только совпадать координаты 

соответствующих узлов шайбы и перечисленных элементов. Это необходимо для 

нормальной работы гайки и головки при создании предварительного натяжения. 

 

 Входные данные: 

Для элемента задаются номера связываемых узлов i  и  j, для многогранника 

задаётся число граней и размер ключа H, диаметр плоскости контакта D  , шаг резьбы  h и 

начальное поджатие (натяжение) L.  

При задании нулевого значения  D определяется как максимальный диаметр 

окружности, вписываемой в многогранник.  

Шаг используется для определения диаметра сечения элемента. При задании 

нулевого значения шаг определяется по формуле  h = 0,15 .  

Если начальное поджатие L неизвестно и требуется его предварительное 

определение то перед описанием элемента вставляется запись с указанием требуемой 

величины начального напряжения или усилия в элементе и после окончательного 

построения модели запускается алгоритм вычисления начальных деформаций при 

заданных напряжениях или усилиях растяжения-сжатия крепёжных элементов 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

 

Выходные данные: 

Для элемента вычисляются и выводятся те же результаты., что и для стержня -  

амплитудные значения нормальных напряжения от растяжения сжатия, нормальные и 

касательные напряжения от изгиба в плоскостях xoy и xoz, касательные напряжения от 
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кручения к   ,  а также интенсивность напряжений. Напряжения вычисляются в локальной 

системе координат по силовым факторам и характеристикам сечения.  Выводятся 

амплитудные значения напряжений, определяемые путем последовательных вычислений  

для всех опасных точек двух сечений, расположенных в узлах i и  j.  

Кроме напряжений программа обеспечивает вычисление и вывод силовых 

факторов (растягивающей силы px , перерезывающих сил py и pz,изгибающих моментов 

my и my в узлах i  и j, а также крутящего момента mx в локальной системе координат ). 

Все результаты могут выводиться как в графическом, так и  в табличном виде.  

 

 
Рис. 3.32.5.1. Гайка. 

 а – схема элемента, б –связь элемента с другими узлами, в – основные 
параметры. 

 



 

 

 

235 

3.23.6. Головка 
 

 

Элемент предназначен для моделирования взаимодействия плоских поверхностей 

гайки с частью модели, состоящей из других типов элементов.  

Элемент представляет из себя прямолинейный пространственный брус круглого 

или многогранного сечения с двенадцатью степенями свободы (рис.3.23.5.1), 

испытывающий деформации растяжения-сжатия и изгиба в двух плоскостях и кручения.  

Локальная система координат элемента ориентируется по двум узлам i  и  j, как для 

простого стержня. Нейтральная линия элемента совпадает с осью ox его локальной 

системы координат, а ось oy лежит в плоскости XOY глобальной системы координат. 

Элемент может входить в контакт с ближайшими точками других элементов, 

расположенными на поверхности контакта головки. При этом усилие взаимодействия 

действует по нормали к поверхности. Поверхность контакта может быть плоской или 

конической.  Узел  i не должен быть связан ни с какими другими элементами. Узел  j 

связывается с другими крепёжными элементами.  

При этом для узлов, входящих в контакт с гайкой, задаётся предварительное 

поджатие в виде смещения узлов от плоскости контакта  L. Положительным считается 

направление от элемента. 

Учитываются температурные деформации в виде теплового расширения стержня 

вдоль его оси.  

Материал элемента может быть изотропным, анизотропным  или ортотропным. Для 

анизотропного и ортотропного материала направления деформаций соответствуют 

направлениям осей локальной системы координат элемента  

Следует учитывать, что при контакте головки с шайбой с, узлы шайбы i  и  j, не 

должны соединяться с узлами этих элементов. Должны только совпадать координаты 

соответствующих узлов шайбы и перечисленных элементов. Это необходимо для 

нормальной работы головки и головки при создании предварительного натяжения. 

Головка может иметь форму многогранника, цилиндра, сферы и конуса. 

 

 Входные данные: 

Для элемента всех форм задаются номера связываемых узлов i  и  j, диаметр 

плоскости контакта D  и начальное поджатие (натяжение) L.  

Для многогранника задаётся число граней и размер ключа H. При задании нулевого 

значения  D определяется как максимальный диаметр окружности, вписываемой в 

многогранник.  

Для цилиндра задаётся только диаметр плоскости контакта D. 

Для конуса задаётся либо диаметр D, либо угол конусности f. 

Если начальное поджатие L неизвестно и требуется его предварительное 

определение то перед описанием элемента вставляется запись с указанием требуемой 

величины начального напряжения или усилия в элементе и после окончательного 

построения модели запускается алгоритм вычисления начальных деформаций при 

заданных напряжениях или усилиях растяжения-сжатия крепёжных элементов 

Механические свойства материала указываются в соответствующей записи, 

располагаемой перед описанием элементов. 

 

Выходные данные: 

Для элемента вычисляются и выводятся те же результаты., что и для стержня -  

амплитудные значения нормальных напряжения от растяжения сжатия, нормальные и 

касательные напряжения от изгиба в плоскостях xoy и xoz, касательные напряжения от 
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кручения к   ,  а также интенсивность напряжений. Напряжения вычисляются в локальной 

системе координат по силовым факторам и характеристикам сечения.  Выводятся 

амплитудные значения напряжений, определяемые путем последовательных вычислений  

для всех опасных точек двух сечений, расположенных в узлах i и  j.  

Кроме напряжений программа обеспечивает вычисление и вывод силовых 

факторов (растягивающей силы px , перерезывающих сил py и pz,изгибающих моментов 

my и my в узлах i  и j, а также крутящего момента mx в локальной системе координат ). 

Все результаты могут выводиться как в графическом, так и  в табличном виде.  

 
Рис. 3. 23.5.1. Гайка. 

 а – схема элемента, б –связь элемента с другими узлами, в – основные 
параметры многогранника, г – основные параметры сферической головки, в – 

основные параметры конической головки.. 
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3.24. Сварной шов 

 

Сварной шов предназначен для соединения узлов, попавших, в контролируемую 

элементом область с узлами шва, а также узлов сварного шва с узлами элементов, в 

плоскостях граней которых находятся его узлы. При этом перемещения точек, 

захваченных сварным швом, будут подчиняться функциям формы сварного шва, а 

перемещения точек шва, захваченные поверхностями смежных элементов, будут 

подчиняться функциям формы этих поверхностей. 

Реализовано два вида сварных швов 

 линейный, или двухузловой; 

 криволинейный, или трёхузловой (рис.3.24.1б). 

Линейный (рис.3.24а) соединяет два узла i и j. Криволинейный (рис.3.24б) имеет 

расположенный посередине узел и его нейтральная линия представляет собой кривую 

второго порядка, соединяющую три точки - i, j и k  

  

 
Рис. 3. 24.1. Конечный элемент сварной шов. 

а – линейный элемент, б – криволинейный элемент, в – контролируемая 
область. 1- поверхность смежного элемента, 2 – узел сварного шва, 3 – 
граница контролируемой области. 

 
Контролируемая область элемента имеет цилиндрическую форму с радиусом 

равным задаваемому катету шва L. На все узлы, находящиеся в меньшем радиусе (т.е. при 

rm<L), накладываеtтся упругая связь, деформирующаяся при нарушении уравнения 

{q(m)
к}=|N(s)|{q(e)}, 

где 

{q(m)} – вектор перемещений m – го контролируемого узла, 

 |N(s)| - матрица функций формы элемента в точке, соответствующей 

захваченному узлу,     

{q(e)} – вектор узловых перемещений элемента, 

т.е. 

{(m)}= {q(m)} - {q(i)
к} – вектор деформационных перемещений в узле i, 

{q(e)} – вектор перемещений в точки m. 

Далее матрица жёсткости определяется по обычной для метода схеме. При этом 

жёсткость шва определяется свойствами материала шва и размерами его сечения, 

определяемым по заданной величине катета шва. 

Аналогичным образом определяется связь узлов шва i, j и k с узлами поверхностей 

смежных элементов. Узел сварного шва, находящийся на высоте h<L от поверхности 

смежного элемента считается захваченным этой поверхностью. Отличие в том, что здесь 

контролирующим элементом выступает поверхность с её функциями формы, а в качестве 

контролируемого узла – узел сварного шва. В качестве контролирующих поверхностей 
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выступают пластины и грани объёмных элементов. Узлы шва можно соединять с другими 

элементами. На рис.3.24.2 показаны варианты соединений с использованием сварного 

шва.  

 
Рис. 3. 24.2. Варианты связи элементов с использованием сварного шва. 
а – расчётная схема, б – шов связан с одной пластин, в – пластины не 
связаны со швом, г - установка кронштейна из объёмных элементов на 
пластину при отсутствии захвата узлов швом (шов связан с рёбрами 
объёмных элементов). 1- сварной шов, 2, 3 – пластины, 4 – объёмные 
конечные элементы. 
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Рис. 3. 24.3. Использование сварного шва. 
1 – сварной шов, 2 – криволинейная 8-узловая пластина, 3 – объёмный 20-

узловой элемент. 
Типы связываемых поверхностей и швов не имеют значения.  

Для элемента задаются номера узлов i, j и k , катет L и свойства материала. 

Ввод элемента выполняется как для стержневых элементов или кинематических 

граничных условий. 
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3.25. Виртуальные конечные элементы 
 

Виртуальные элементы не являются специальной группой элементов. Это 

отличительный признак элементов разных групп, определяемый наличием неявно 

заданной топологии - связи с конкретными узлами. Связываемые таким элементом узлы 

(или часть узлов) не задаются конкретными номерами, а определяются по 

принадлежности к контролируемой области. Одним из наиболее важных преимуществ 

использования таких элементов является независимость сеток связываемых элементов, 

которые можно менять, не внося изменений в параметры элемента. 

Наиболее часто используемым является элемент, согласующий узловые 

неизвестные узлов, попавших в контролируемую область, или контролируемых, с 

узловыми неизвестными узлов, контролирующих область. Эта связь определяется 

выражением 

 

{(i)}=|N(s)|{ (e)}, 

где 

{ (i)} – вектор узловых неизвестных i – го контролируемого узла, 

 |N(s)| - матрица функций формы элемента в точке, соответствующей 

захваченному узлу,     

{ (e)} – вектор узловых неизвестных элемента. 

 

 Примером могут служить связь перемещений узла, находящегося в плоскости 

пластины с её узловыми перемещениями. 

К виртуальным элементам относятся: 

1. Виртуальные кинематические ограничения. 

2. Крепёжные элементы. 

3. Подшипник. 

4. Стержни с включёнными опциями захвата узлов и (или) контактными 

свойствами. 

5. Пластины с включённой опцией захвата узлов. 

6. Объёмные элементы с включённой опцией захвата узлов. 

7. Сварные швы. 

8. Контактные поверхности. 

9. Контактные шары. 

10. Контактные ролики.  

11. Опоры с трением. 

12. Цилиндр-поршень. 

13. Гидроаккумулятор. 

14. Виртуальная полость. 

Простейшим примером виртуального элемента может служить кинематическое 

ограничение цилиндрической формы, используемое для связи частей модели стержня с 

сечением в виде трубы, состоящих из объёмных и стержневых элементов (рис.3.24.1). 

Такие же результаты достигаются при задании свойства захвата для стержневого элемента 

или участка трубы. Для описания этого случая связи в свойствах кинематического 

ограничения формы указывается, что он служит для описания локального взаимодействия 

при отсутствии проскальзывания и выталкивания точек на поверхность, а геометрические 

параметры (расположение осевых точек и диаметр) формируются таким образом, чтобы 

цилиндр охватывал узлы, которые требуется связать. При этом свойства связи, 

накладываемой этим элементом, таковы, что не искажают картину распределения 
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напряжений и деформаций от внутренних и наружных давлений связываемых элементов в 

окрестности связи.  

На рисунке 3.24.2 представлен более общий пример - модель редуктора в сборе. 

Здесь использованы следующие виртуальные элементы - крепёжные элементы 1 (болт и 

гайка), подшипники 2 и контактные поверхности 3. Крепёжные элементы связывают 

верхнюю и нижнюю части корпуса редуктора, состоящих из объёмных элементов 6. 

Верхняя и нижняя части корпуса соединяются через контактные поверхности 3. Эти 

элементы моделируют контактное взаимодействие поверхностей и позволяют состыковать 

части модели с разным шагом сетки и несовпадающими узлами. Подшипники связывают 

узлы корпуса 6 и валов 5 и накладывает связь разрешающую поворот узлов вала 

относительно обоймы, и запрещающую их относительное перемещение в радиальном и 

осевом направлении к оси подшипника. Элемент зубчатая передача 4 связывает валы и 

обеспечивает передачу моментов и реакций на валы соответствующих свойствам 

моделируемого зубчатого зацепления. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Рис. 3.25.1. Задание виртуальной связи стержневого элемента с объёмными 
элементами.1 - объёмные элементы; 2 - виртуальное кинематическое 
ограничение цилиндрической формы; 3 – стержневые элементы трубчатого 
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сечения;  а – нагружение трубы давлением, б - нагружение модели 
сосредоточенной силой, в – распределение напряжений от давления, г и д - 
распределение перемещений и напряжений от сосредоточенной силы. 

 
Рис. 3. 25.2. Модель редуктора, построенная с использованием виртуальных 
элементов. 1 - крепёжные элементы, 2-подшипники, 3-контактные 
поверхности, 4- зубчатая передача, 5-стержни, 6-объёмные элементы  

 
Для стержней и пластин возможность задания свойств захвата узлов позволяет 

создавать жёсткую связь между узлами, не заботясь об их совмещении. Захват 

выполняется для узлов, находящихся в контролируемой элементом области и 

предполагает наложение кинематической связи между захваченными узлами и узлами 

элемента. Полагается, что перемещения в захваченном узле определяются перемещениями 

узлов элемента и его функциями формы. Это свойство позволяет стыковать элементы не в 

узлах, а в точках, соответствующих их геометрическому положению.  

Для стержня область захвата представляет собой цилиндр с радиусом равным 

максимальному радиусу точек сечения. В качестве примера на рисунке представлена 

рама, модель которой состоит из стержней, соединённых кницами из пластин. Кницы не 

связаны непосредственно со стержнями, вместо этого для стержней, находящихся вблизи 

книц, задано свойство захвата узлов. Такое соединение позволяет учесть реальное 

положение узлов книц, имеющих эксцентриситет относительно нейтральной оси 

стержней. Кроме того, стержни и соединяемые со стержнем элементы могут разбиваться 

независимо. Ниже приведено напряжённо-деформированное состояние модели. Здесь, для 

стержней включён режим отображения распределения напряжений по сечению.  

Частными случаями использования этих свойств является стыковка участков 

модели трубы из стержней и пластин или объёмных элементов (также, как и при 
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использовании виртуального кинематического ограничения), а также стержня с фланцем 

или стенкой, также состоящей из элементов других типов.   

 

 

 

Рис. 3. 25.3. Модель рамы из стержней с кницами из пластин. 

а - моделируемая конструкция, б - отображение конечно-элементной модели из 
пластин и стержней, в - отображение областей захвата узлов 1, 
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Рис. 3. 25.4.Модель рамы из стержней с кницами из пластин.  
Напряжённо-деформированное состояние. 

 

Аналогичным образом реализована возможность захвата узлов линейными и 

нелинейными пластинами. Захват выполняется для узлов, находящихся в контролируемой 

элементом области и предполагает наложение кинематической связи между захваченными 

узлами и узлами элемента. Полагается, что перемещения в захваченном узле 

определяются перемещениями узлов элемента и его функциями формы. Область захвата 

представляют собой объём, ограниченный периметром пластины её толщиной, т.е. 

захватываются узлы, находящиеся ближе h/2 к нейтральной поверхности пластины, где h - 

толщина пластины. В качестве примера на рисунке представлены, модели из пластин, 

соединённых перпендикулярно. Видно, что узлы составляющих деталей не соединены. 

Такое соединение позволяет учесть реальное положение узлов кницы, имеющих 

эксцентриситет относительно нейтральной оси стержней. Кроме того, части модели могут 

разбиваться независимо.  

 

 

Рис. 3. 25.5. Соединение 
пластин с использованием 
захвата узлов. а - модель из 
4-х узловых пластин, б - 
модель из 8-узловых 
пластин. 

 

 

Сварные швы позволяют соединять как одинаковые, так и различные по типу 

элементы без необходимости соединения этих элементов в узловых точках. При этом 

перемещения точек, захваченных сварным швом, будут подчиняться функциям формы 
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сварного шва, а перемещения точек шва, захваченные поверхностями стыкуемых 

элементов, будут подчиняться функциям формы этих поверхностей. 

 

Рис. 3. 25.6. Модель, построенная с использованием сварных швов. 

1-сварной шов, 2 – криволинейная пластина (2В8), 3 – криволинейный 
объёмный элемент (3D20). 

Жёсткость шва определяется свойствами материала шва и размерами его сечения, 

которые, в свою очередь, определяются по заданной величине катета шва. 
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4. Внешние нагрузки 

 

 В программе предусмотрена возможность задания сосредоточенных в узлах 

нагрузок, моментов и температур, распределенных по длине и поверхности нагрузок,  

нагрузок распределенных по массе и вызванных воздействием ветра на стержни, а также 

сосредоточенных усилий, являющихся функцией перемещений или скоростей.  На  Рис 

4.1. представлены схематические изображения перечисленных типов нагрузок. 

 

4.1.Механические нагрузки 
 

В данном разделе описаны виды нагрузок, задаваемые при решении задач расчёта 

перемещений и напряжений в конструкциях при статических и динамических процессах. 

 

4.1.1. Сосредоточенные узловые силы и моменты 
 

Сосредоточенные узловые силы и моменты задаются номером узла, к которому 

приложены, направлением действия (по осям, в радиальном или тангенциальном 

направлении) и значением (Н, кгс, Т, ,Н м, кгс м, Т м). Обозначаются стрелкой красного 

цвета направленной вдоль заданной оси, острие которой приложено к узлу (рис.4.1а).  При 

обозначении моментов противоположный конец стрелки отмечается окружностью (рис. 

4.1.1б). 

 

4.1.2. Заданные температуры в узлах 
Заданные температуры в узлах описываются номерами узлов и значениями 

температур (Град Co). На схеме обозначаются окружностями красного цвета (рис.4.1.1в).  

При определении перемещений и напряжений по заданным температурам определяются 

деформации, обусловленные тепловым расширением материала. Если предварительно 

была решена задача определения температур, то для расчёта используются  вычисленные 

температуры. 

 

4.1.3. Силы, распределенные по длине  
 

Силы, распределенный по длине, или погонные нагрузки, описываются участками, 

для которых задаются номера узлов, ограничивающих участок, интенсивность нагрузки  в 

этих узлах (Н/м, кгс/м, Т/м) и ее направление. Графическое отображение распределенных 

по длине нагрузок представлено на рис. 4.1.1г. 

 

4.1.4. Давление на поверхность  
 

Давление на поверхность, или поверхности давления, описываются номерами узлов 

четырехугольников, на которые оно действует, по часовой стрелке ( если смотреть со 

стороны действия давления ) и величинами давления (Па, КПа, МПа, ) в этих узлах. На 

схеме периметр участков отмечается красной линией, а направление действия давления 

обозначается стрелкой, направленной к середине площадки  (рис. 4.1.1д). 

 

4.1.5. Силы и моменты - функции перемещений  
 

 

Сосредоточенные узловые силы и моменты, являющиеся функцией от 

перемещений, описываются номером узла, к которому приложены, направлением 
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действия и значением (Н, Н*м), задаваемым в виде функции от перемещения , на котором 

они действуют.  Функция может задаваться таблично,  в виде полинома или синусоиды, 

иметь период и ограниченный по аргументу интервал действия. Обозначаются стрелкой 

красного цвета направленной вдоль заданной оси, острие которой приложено к узлу (рис. 

4.1.1е).  При обозначении моментов противоположный конец стрелки отмечается 

окружностью. Около начала стрелки выводится символ f(x). 

 
Рис. 4.1.1.Схематические изображения внешних нагрузок: а и б-

сосредоточенные узловые силы и моменты соответственно; в - температуры в 
узлах; г-распределенные по длине; д-давления; е- сосредоточенные узловые 
усилия, являющиеся функциями перемещения и скорости. 

 
 
4.1.6. Силы и моменты - функции скорости  
 

Сосредоточенные узловые силы и моменты, являющиеся функцией от 

скорости, описываются номером узла, к которому приложены, направлением действия и 

значением (Н, Н м), задаваемым в виде функции от от производной по времени от 

перемещения , на котором они действуют. Обозначаются стрелкой красного цвета 

направленной вдоль заданной оси, острие которой приложено к узлу (рис. 4.1.1е).  При 

обозначении моментов противоположный конец стрелки отмечается окружностью. Около 

начала стрелки выводится символ f(v). Функция может задаваться в таблично,  в виде 

полинома или синусоиды, иметь период и ограниченный по аргументу интервал действия. 

 

4.1.7. Подвижные нагрузки  
 

Подвижные нагрузки предназначены для описания случаев, когда точки 

приложения нагрузки изменяются во времени. Примером такого случая может служить 

движение транспорта по мосту и др.  Для описания перемещающихся нагрузок задается 

площадка, ограниченная четырьмя узлами (рис. 4.1.2а) и величина силы, прикладываемой 

в каждом узле. При этом полагается, что силы действуют по нормали к поверхности 

площадки со стороны, откуда узлы, ограничивающие площадку, будут пронумерованы по 
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часовой стрелке.  Для узлов площадки можно задать кинематические возмущения ( 

заданные перемещения, скорости или ускорения), которые будут обеспечивать её 

перемещение в соответствии с требуемой зависимостью от времени.  В ходе вычислений в 

соответствии с алгоритмом силы, связанные с узлами площадки, будут прикладываться к 

другим ближайшим узлам  модели. На рис. 4.1.2.б представлены положения площадки в 

различные моменты времени. Данный пример, иллюстрирующий использование 

перемещающихся нагрузок, поставляется с программой и описан в приложении. 

 

 
Рис. 4.1.2. Перемещающиеся нагрузки: а - пример описания ; б - положение 

площадки в различные моменты времени. 
1 - изображение площадки; 2 - изображение сил, приложенных в узлах 

площадки; 3 - кинематические возмущения ( заданные скорости ), 
обеспечивающие требуемое перемещение площадки. 

 

 Следует, также, иметь ввиду, что использование указанных нагрузок не 

накладывает ограничений на используемый алгоритм решения и задача может решаться в 

рамках допущения о малых перемещениях, а процесс рассматриваться как статический, 

так и как динамический. 
4.1.8. Нагрузки распределенные по массе  

 

Нагрузки распределенные по массе предназначены для описания случаев 

инерционных нагрузок, действия силы тяжести,  центробежных сил ( для вращающихся 

конструкций и деталей ) и т.д.  Задают значение силы, на единицу массы, в Н/кг в 

проекциях на оси глобальной системы координат ( Wx, Wy и Wz.) . Для значений Wx, Wy и 
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Wz  может быть задан  линейный закон изменения в зависимости от координат. 

Простейшим примером данного типа нагрузки является сила тяжести.  В этом случае 

задаётся конкретное значение (9,81 Н/кг) в направлении (прямом или обратном) оси 

глобальной системы координат, соответствующей вертикальной. 

 

4.1.9. Нагрузки вызванные воздействиями внешней среды 
 

В программе реализован учёт механического воздействия двух видов внешней 

среды – атмосферного воздуха или газа, и воды. Воздействие среды на элементы состоит 

из сил статического давления (сила Архимеда), и сил гидравлического сопротивления. 

Для воздуха или газа задаются проекции скорости на оси глобальной системы 

координат - Vx, Vy и Vz. И свойства газа.    

Для жидкости полагается, что её свободная поверхность нормальна оси  OZ 

глобальной системы координат, ось OZ направлена вверх, а сила тяжести действует в 

направлении противоположном оси  OZ.  Жидкость может быть неподвижной или 

двигаться с заданной скоростью (течение). Поверхность жидкости  может быть спокойной 

или взволнованной.  В общем случае скорость жидкости в заданной точке будет 

определяться как сумма скоростей, обусловленных течением и волнением. 

Нагрузки на стержни от действия среды определяются как распределенные по 

длине стержня нагрузки qв , величина которых определяется как произведение 

приведенного коэффициента Спр на квадрат проекции скорости ветра на направление 

перпендикулярное нейтральной оси стержня 

qв = Спр срVn
  / 2. 

 

ср         -плотность среды; 

Vn  - проекция вектора скорости среды относительно рассматриваемой точки 

стержня на нормаль к поверхности стержня, лежащую в одной плоскости с вектором 

скорости    (м/с). 

Для этой нагрузки должны быть предварительно заданы поверхности воды и (или) 

проекции скорости ветра на оси глобальной системы координат, а также приведенных  

коэффициент Спр,  для взаимодействия с водой и воздухом. Последние характеризуют 

сечение стержня и задаются в записи с дополнительными характеристиками сечения 

стержня. 

Величина Спр  определяется как произведение безразмерного коэффициента 

сопротивления са , характеризующего форму сечения, на эффективный (обычно 

максимальный) размер поперечного сечения he ,  т.е.  

 

Спр =   cа  he . 

 

Если заданы свойства поверхности воды, то при нахождении ниже уровня 

поверхности считается, что он взаимодействует с водой, иначе – с воздухом. 

Если для стержня Спр  не указаны предварительно в дополнительных 

характеристиках сечения, то cа принимается равным единице, а he определяется как 

максимальная высота сечения по координатам его опасных точек.  

 При взаимодействии с водой, описанной свойствами поверхности, учитывается, 

также, сила Архимеда, в сумме равная  произведению плотности жидкости на объём, 

вытесняемый стержнем. При этом площадь сечения, вытесняющая жидкость, может 

отличаться от площади сечения, используемой для расчёта упругих характеристик. В этом 

случае она указывается в дополнительных характеристиках сечения стержня.  



 

 

25

0 

Записи, описывающие свойства поверхности воды, и (или) скорости ветра, должны 

предшествовать описаниям элементов данного типа.  

Поверхности воздействия среды описываются номерами узлов 

четырехугольников, на которые действует ветровое давление, по часовой стрелке ( если 

смотреть со стороны действия давления ) и величинами приведенных приведенных 

(гидро- или аэродинамических) коэффициентов в этих узлах. Величина давления среды pср 

на поверхность определяется выражением  

 

 pср =  cпрсрVn
  / 2     ,         где 

cпр        -приведенный коэффициент; 

При этом давление действует в направлении проекции вектора относительной 

скорости на нормаль к поверхности элемента. 

 При этом давление действует по нормали к поверхности элемента. 

Среда, воздействующая на  элемент, определяется описанными в наборе данных 

типами сред и  текущим положением элемента. Если заданы свойства поверхности воды, 

то при нахождении ниже уровня поверхности считается, что он взаимодействует с водой, 

иначе – с воздухом. При этом записи, описывающие свойства поверхности воды, и, если 

необходимо, скорости ветра, должны предшествовать описаниям элементов данного типа.  

В программе предусмотрена возможность задания для поверхностей различных 

величин приведенных коэффициентов, что позволяет, при необходимости, более точно 

учесть распределение давлений от взаимодействия со средой. 

 На схемах коэффициенты Спр обозначаются стрелками, направленными к 

серединам площадок, взаимодействующих со средой  (рис. 4.1.3). При отображении 

нагрузок в режиме масштабирования длины стрелок пропорциональны значениям 

коэффициентов (рис. 4.1.3.а,б), А при выводе без масштабирования - имеют равные длины 

и показывают только направления. 

Таким образом при описании нагрузок от действия среды для всей модели 

необходимо задать, свойства поверхности воды и скорость ветра в виде проекций на оси 

глобальной системы координат, а для элементов конструкции (стержней и поверхностей) - 

соответствующие приведенные коэффициенты. 
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Рис. 4.1.3. Отображение коэффициентов нагрузок сред на схемах: а-в  -  без 

масштабирования;  г-е - в режиме масштабирование нагрузок. 
 

4.1.10. Снеговые нагрузки  
 

Снеговые нагрузки описываются номерами узлов четырехугольников, на которые 

действует вес снегового покрова, в направлении, противоположном оси OZ и величинами 

полных нормативных значений снеговой нагрузки Sс в этих узлах. Нагрузка действует 

строго в направлении, противоположном оси OZ глобальной системы координат, поэтому 

при необходимости учёта снеговых нагрузок следует глобальную систему координат 

выбирать таким образом, чтобы её ось OZ была направлена вертикально. Величина Sс  

определяется выражением /22/  

Sс = S0с  с      где 

 S0с    - нормативное значение веса снегового покрова на 1 м2  горизонтальной 

поверхности земли; 

  с    -коэффициент перехода от веса снегового покрова земли к снеговой нагрузке 

на покрытие.   

Конкретные значения S0с и   спринимается в соответствии с местом 

строительства и особенностями конструкций покрытия из таблиц  /22/ .  

 На схемах снеговая нагрузка отображается контурами  площадок, смещёнными в 

направлении оси, отображаемых тёмно-синим цветом.  При изображении без 

масштабирования смещение площадок постоянно по величине, а при отображении в 

режиме масштабирования - пропорционально величинам  , задаваемым для описываемых 

нагрузок (рис. 4.1.4.а и б соответственно). 
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Рис. 4.1.4. Отображение снеговых нагрузок на схемах: а и б  -  без 

масштабирования ;  в  и  г - в режиме масштабирование нагрузок. 
 

По умолчанию величина всех заданных нагрузок считается постоянной на всем 

рассматриваемом интервале времени.  В программе предусмотрена возможность задания 

практически любого закона изменения их во времени путем введения в набор данных 

описания специального множителя, являющегося функцией времени. При наличии 

описания такого множителя в наборе данных все следующие после него нагрузки 

умножаются на его текущее значение.  Таких множителей  в наборе данных может быть 

несколько. Область действия одного из них ограничивается следующим и т.д.  В этом 

случае значение любой нагрузки в конкретный момент времени будет определяться как 

произведение заданного значения на значение множителя в текущий момент времени.  

При статическом расчете величины множителей вычисляются для  значения времени 

равного нулю. 

Для статического расчета предусмотрена возможность вариантов сочетания 

нагрузок.  В этом случае  в набор данных вводится таблица коэффициентов нагрузок 

для каждого варианта расчета. При расчете конкретного варианта  значение каждой 

нагрузки умножается на соответствующий нагрузке и варианту коэффициент. 
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4.1.11. Сейсмическое воздействие  
 

Данный вид нагрузки учитывается при решении двух типов задач – расчёте 

перемещений от воздействия сейсмической нагрузки линейно-спектральным методом и 

расчёте параметров движения при динамических переходных процессах. 

Сейсмическое воздействие задаётся двумя способами – стандартным, 

используемым в СНиП, и спектральным.  

При задании стандартным способом необходимо указать; 

-амплитуды ускорения основания в направлении координатных осей  Ax , Ay  и  Az; 

-категорию грунта; 

-коэффициенты K1,   K2 ,  K , учитывающие допускаемые повреждения, 

конструктивные решения и характеристики зданий и сооружений  соответственно. 

В отличие от задаваемого по СНиП коэффициента A  в программе задаются 

величины Ax , Ay  и  Az  - амплитуды ускорений в направлении осей OX,  OY  и  OZ  

соответственно.  Так как весовая нагрузка равна произведению массы на ускорение 

свободного падения g , то связь между коэффициентом  A  и указанными величинами 

будет определяться выражением   

As  =   gA  ,.                 где  s  =  x, y, z  . 

Т.е. для расчётной сейсмичности  7,  8   и  9 баллов коэффициенты  Ai  будут иметь 

значения  0.981 , 1.962    и  3.924  соответственно.  При этом, их можно принимать 

отличными друг от друга по величине, что позволяет моделировать различные случаи 

направленности сейсмического воздействия. 

Наряду с заданием нагрузок по СНиП, в программе реализована возможность 

задания коэффициентов динамичности в функции от частоты (спектров отклика) в виде 

таблиц.  При этом значение распределённой по массе сейсмической нагрузки получается 

как произведение амплитудного значения ускорения на значение коэффициента 

динамичности.  Коэффициенты динамичности  могут задаваться раздельно по 

направлениям осей глобальной системы координат. Если таблица значений коэффициента 

динамичности задана только по оси OX, а амплитудные значения ускорений по другим 

осям не равны нулю, то функция коэффициентов динамичности от частоты принимается 

одинаковой по всем направлениям. 

При расчёте перемещений и напряжений при действии динамических нагрузок 

заданное сейсмическое воздействие рассматривается как распределённая по массе 

нагрузка, величина которой определяется выражением 

, 

где   

N – число гармоник, аппроксимирующих  закон движения основания,

 - коэффициент затухания,

I – круговая частота колебаний   i -й гармоники,

0i – начальная фаза колебаний   i -й гармоники, определяемая как случайная 

величина, 

 - амплитуда гармоники с индексом  i  ; 

i  - частотный интервал спектра  , определяющий 

амплитуду ij–й  гармоники; 

При таком представлении число гармоник, аппроксимирующих  закон движения 

основания N  равно  числу интервалов разбиения спектра  iS  ,  должно быть не менее 

100; 
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 sS  - спектр компоненты s ускорения основания; (s = x,y,z), заданный в 

табличной форме или стандартный. 

Стандартный спектр определяется выражением  

 , 

где minи  max – минимальное и максимальное значения частот, определяющие 

рассматриваемый интервал спектра; 

 
Здесь   






2
T  - период колебаний, 

K = K1 K2 Kг  ,   

Kг - коэффициент, определяющий свойства грунта, 

K1   - коэффициент, учитывающий допускаемые повреждения зданий и сооружений, 

K2   - коэффициент, учитывающий конструктивные решения зданий и сооружений 

Элементы приведенных выше выражений имеют следующие значения 

-для грунта первой категории  Kг  = 1.0;  max= 3.0; 

-для грунта первой категории  Kг  = 1.1;  max= 2.7; 

-для грунта первой категории  Kг  = 1.5;  max= 2.0. 

Для всех случаев  min   =  0.6. 

Таблицы и подробные рекомендации по заданию коэффициентов K1,   K2 ,  K, а 

также требуемого количества предварительны вычисленных частот и форм собственных 

колебаний конструкции,соответствующих конкретной расчётной ситуации представлены 

в СНиП II-7-81. 

При задании спектров отклика табличным способом спектры определяются  

выражением  

 
где  s(определяется непосредственно из таблиц. 

 

Кроме того, для расчёта параметров переходных процессов задаётся время 

действия и коэффициент затухания.  

При задании времени действия равным нулю полагается, что действие нагрузки не 

ограничено по времени.   

При задании коэффициента затухания равным нулю полагается, что затухание 

отсутствует. 

При необходимости более сложных законов изменения амплитуд во времени, как и 

для других видов нагрузок,  перед записью с описанием сейсмического воздействия 

можно ввести множитель с описанием функции изменения амплитуд от времени. В этом 
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случае амплитуда будет равна произведению заданной величины на значение множителя. 

При этом полагается, что множитель может быть только положительным. При 

отрицательных значениях множителя амплитуда принимается равной нулю. 
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4.1.12. Воздействие взрыва  
 

Воздействие взрыва моделируется сочетанием специального элемента, 

размещаемого в узловой точке i, и поверхностей давления, на которые действует 

воздушная ударная волна (ВУВ), возникающая в результате подрыва взрывчатого 

вещества (ВВ) в точке i. Различные виды взрывного воздействия и других экстремальных 

нагрузок на объекты подробно рассмотрены в [49]. В программе моделируется 

воздействие детонационного взрыва изнутри закрытых и частично открытых помещений, 

рассмотренных в п.9.2 указанного источника. Эти сведения приведены в данном разделе. 

Детонационный взрыв характерен для концентрированных взрывчатых веществ 

(ВВ) – тротила, гексогена и т.п.  

Основным видом воздействия ВВ на объект является воздушная ударная волна, 

характеризуемая давлением, а также продолжительностью и функцией его изменения во 

времени. Параметры ВУВ проиллюстрированы на рис.4.1.12.1. 

 
Рис. 4.1.12.1. Параметры детонационной ВУВ: 
а – закон изменения избыточного давления; б – давление в фазе сжатия: 
1 – по формулам (9.7), (9.8); 2 – с запасом по формуле (9.9); 3 – исходя 

из равенства импульсов; 4 – для жестких конструкций 
 

Параметры ВУВ зависят от приведенного расстояния: 

    (4.1.12.1) 
где    

 

 

   (4.1.12.2)  

 

- эффективная масса, ε −  доля энергии взрыва, расходуемая на образование воронки 

(для скальных пород ε = 0.05; для мягких грунтов ε = 0.2; при консервативных оценках 

следует принимать ε = 0);  
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α –  отношение удельной энергии взрыва рассматриваемого ВВ к удельной энергии 

тротила (ТНТ). Значения α приведены в табл. 4.1.12.1. Если тип ВВ неизвестен, 

принимают α = 1.5. 

 

Таблица 4.1.12.1. 

ВВ Удельная теплота взрыва, 

кДж/кг 
α Плотность ВВ 

ρВВ, 

т/м3 

ТНТ 4520 1.0 1.6 

Гексоген 5380 1.19 1.66 

Октоген 5695 1.26 1.9 

ТЭН 5785 1.28 1.77 

Тетрил 4520 1.0 1.73 

Пенталит 4520 1.0 1.66 

Октол 4475 0.99 0.6 

ТГ 50/50  5150 1.14 1.66 

Амматол  2665 0.59 1.6 

A-IX-2  7005 1.55 1.72 

 

 

Параметры ВУВ (рис. 9.2,а) вычисляются по следующим зависимостям. 

Избыточное давление 

 

 

 ,  (4.1.12.3) 

 

.  (4.1.12.4) 

Давление в фазе сжатия  

 

.       (4.1.12.5) 

Наибольшее отрицательное давление и продолжительность фазы разрежения 

описываются эмпирическими формулами 

       (4.1.12.6) 

 

Удельный импульс фазы сжатия i+, численно равный площади под кривой давления  

при 1.2 ≤  R < 1000 м/кг1/3 определяется по формуле 
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/       (4.1.12.7) 

 

При детонационном взрыве заряда ВВ внутри закрытого помещения характер нагрузки 

видоизменяется вследствие наложения вторичных волн, отраженных от стен и потолка. 

Типичный график отраженного давления показан на рис. 4.1.11.2. Типичный график 

отраженного давления показан на рис. 4.1.11.2. Значение ΔPотр  при площади проёмов 

менее 10% от общей площади воздействия ВВ проёмов определяется выражением 

    (4.1.12.8) 

Для случаев с относительной площадью проёмов более 10% используется формула 

 

. 

 

 

 

 

 

Рис. 4.1.11.2. Эпюра давления в 
отраженной ударной волне при 
наложении вторичных отраженных волн 
 

 

 Видно, что максимальное отраженное 

давление ΔPотр не изменяется, но 

появляются дополнительные пики, 

создаваемые вторичными отраженными 

волнами. При этом увеличиваются общая 

длительность воздействия и ударный импульс, сообщаемый конструкции. В первом 

приближении увеличенный ударный импульс определяется выражением [50] 

       
где  i+  −  ударный импульс при взрыве в неограниченном пространстве;  

k – объемный коэффициент, зависящий от отношения объема помещения V, м3, к массе 

заряда Qэф, кг.   

При треугольной эпюре отраженного давления увеличение ударного импульса в k 

раз при одновременном сохранении максимального отраженного давления означает 

увеличение во столько же раз длительности нагрузки. 

τ = kτ+;     (4.1.12.9) 

Аналитически вычислить коэффициент k достаточно сложно, и сегодня его 

значение при каждом конкретном сочетании названных выше факторов определяют 

экспериментально. В [50] предлагается  при V/Qэф ≥  7 приближенно находить его 

следующим образом 

  (4.1.12.10) 
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В этой же работе сформулированы следующие правила приближенного определения эпюр 

отраженного давления при взрыве в прямоугольном помещении: 
- если заряд располагается на оси симметрии помещения и на середине его высоты, то эпюры 

отраженного давления на стенки, пол и покрытие сначала определяются, как при взрыве в 

открытом пространстве, после чего растягиваются по времени таким образом, чтобы импульс 

давления увеличился в k раз; 

- если заряд расположен на оси симметрии, но ближе к полу, то при определении отраженного 

давления на покрытие коэффициент k должен увеличиваться не менее чем вдвое; 

- если заряд располагается ближе к одной из стен, то при определении эпюры давления на более 

удаленную стену коэффициент k увеличивается не менее чем в два раза. 

При реализации вычислений в программе если шаг интегрирования больше длительности 

нагрузки τ, то на шаге действия ВВ принимается среднее давление, определяемое из 

условия равенства импульсов.  Объём полости действия ВВ определяется ка произведение 

габаритных размеров поверхности воздействия ВВ. 

 

Входные данные: 

При непосредственном описании для каждого элемента задаются следующие данные: 

1. Номер узла i, в котором размещается заряд ВВ. 

2. Эффективная масса Qэф. 

3. Время начала действия to.  

Запись с описанием параметров элемента должна быть расположена 

непосредственно перед записью с описанием поверхностей давления, на которые 

действует описываемый заряд ВВ. При этом в записи с описанием давлений, если нет 

других факторов, вызывающих давление на описываемую поверхность, величины 

давлений задаются равными нулю. 

В программе имеется возможность контроля распределения следующих 

параметров воздействия ВВ: 

 приведенного расстояние R (выражение 4.1.12.1); 

 избыточного давления на фронте падающей волны ΔPф  (выражение 4.1.12.3);. 

 продолжительности действия нагрузки τ(выражение 4.1.12.9); 



 

 

4.2. Тепловые нагрузки 
 

В данном разделе описаны виды нагрузок, задаваемые при решении задач переноса 

тепла. 

Заданные температуры в узлах  описываются номерами узлов и значениями 

температур (Град  Co). На схеме обозначаются окружностями красного цвета (Рис.4.1.1в). 

Источники тепла в узлах  описываются номерами узлов и значениями тепла  hp  , 

подводимого к модели в узле в единицу времени (Дж/с).  На схеме обозначаются кругами 

красного цвета (рис. 4.2.1а). 

Конвективный теплообмен в узле  описывается номером узла и значением 

приведенного коэффициента теплообмена  hpк   , равного количеству тепла, подводимого к 

модели в узле в единицу времени при разности температуры тела в узле и внешней среды 

в 1 градус  (Дж/с*град). При определении hpк  полагается, что с узлом связана площадка 

площадью sил , на которой происходит теплообмен.  При этом количество тепла Uзк ,  

отводимого от узла в единицу времени (Дж/с),  будет определяться выражением 

Uзк  = hpr (T  -  Ts), 

где   T  - температура тела в узле,  Ts - температура окружающей среды в узле.  При 

T  <  Ts  тепло будет подводиться к телу. 

На схеме данное условие обозначаются перекрещивающимися в узле линиями 

красного цвета (рис. 4.2.1б). 

Радиационный теплообмен в узле  описывается номером узла и значением 

приведенного коэффициента излучения  hpr   , равного произведению степени черноты 

серого тела   и связанной с узлом площади излучения spr (например площадь торца 

стержня, излучающего тепло и т.п.)    hpr =  spr  .   При этом количество тепла Uзк ,  

излучаемого узлом в единицу времени (Дж/с),  будет определяться выражением 

Uзк  = hpr  T4,  

где постоянная Больтцмана. 

На схеме обозначаются отрезками прямых красного цвета, расположенными 

горизонтально сверху и снизу от узла (рис. 4.2.1в). 

Линейные источники тепла описываются номерами узлов  i  и  j , образующих 

линию, по  которой происходит теплообмен, и приведенными значениями коэффициентов  

интенсивности тепловыделения  hi ,   и hj   ,  представляющих собой количество тепла, 

получаемого телом, приходящегося в единицу времени на единицу длины (Дж/с*м).   При 

этом полагается,  что  коэффициент  интенсивности тепловыделения по длине элемента 

меняется линейно от hi    к    hj   .   

 На схеме обозначаются линиями красного цвета с кругом посередине (рис. 4.2.1г). 

Конвективный теплообмен по линии.  описывается номерами узлов  i  и  j , 

образующих линию теплообмена, и значениями приведенных коэффициентов  

теплообмена  hki ,   и hkj  . ,  равных количеству подводимого к модели тепла в единицу 

времени на единице длины,  при разности температуры тела и внешней среды в узле в 1 

градус  (Дж/м*с*град).  В любой точке элемента uзк - количество тепла на единицу длины, 

получаемого (отдаваемого)  элементом, определяется выражением 

ulк  = hlk (T  -  Ts)  . 

При T  >  Tос  тепло  оtводиться от тела и наоборот.  При этом полагается,  что  

коэффициент  теплообмена hlk по длине элемента меняется линейно от hki    к    hkj  .    На 

схеме элементы данного типа обозначаются красными линиями с перекрещивающимися 

отрезками по середине (рис. 4.2.1д). 



 

 

Радиационный теплообмен по линии.  Описывается номерами узлов  i  и  j , 

образующих линию теплообмена, и значениями приведенных коэффициентов  излучения  

hri ,   и hrj  . В простейшем случае приведенный коэффициент излучения hr   равен 

произведению степени черноты серого тела   и периметра излучения Ls в 

рассматриваемом поперечном сечении элемента  hr  =   Ls  .    В любой точке элемента ur - 

количество тепла на единицу длины (Дж/с*м), отдаваемого  элементом, определяется 

выражением 

ulr  = hr   T4     . 

При этом полагается,  что  hlr    по длине элемента меняется линейно от hri    к    hrj. 

На схеме элементы данного типа обозначаются красными линиями, середина 

которых отмечена расположенными горизонтально сверху и снизу отрезками прямых  

(рис. 4.2.1е). 

Поверхностные источники тепла. Представляют собой четырёхугольные 

элементы поверхностей, которые, также как и пластины, могут вырождаться в 

треугольные. Описываются  номерами ограничивающих узлов  i ,  j ,  k   и  l  ,   и 

соответствующими этим узлам коэффициентами тепловыделения hsi , hsj , hsk   и  hsl, 

представляющими собой количество тепла, выделяемого на единице поверхности в 

единицу времени (Дж/с*м2). При этом коэффициент тепловыделения изменяется линейно 

внутри элемента, принимая в узлах указанные выше значения. На схеме элементы данного 

типа обозначаются красными четырёхугольниками (треугольниками) красного цвета  с 

кругом посередине  (рис. 4.2.1ж). 

Поверхности конвективного теплообмена -  четырёхугольные элементы 

поверхностей, которые, при необходимости, могут вырождаться в треугольные. 

Описываются  номерами ограничивающих узлов  i ,  j ,  k   и  l  ,   и соответствующими 

этим узлам коэффициентами теплообмена hsi , hsj , hsk   и  hsl, представляющими собой 

количество тепла, выделяемого (средой или телом) на единице поверхности в единицу 

времени при разности температуры тела и внешней среды в узле в 1 градус (Дж/с*м2). При 

этом коэффициент тепловыделения изменяется линейно внутри элемента, принимая в 

узлах указанные значения. В любой точке элемента uзк - количество тепла на единицу 

поверхности, получаемого (отдаваемого)  элементом, определяется выражением 

usк  = hsr (T  -  Ts)  . 

При T  >  Ts  тепло  отводиться от тела и наоборот.  При этом коэффициент 

теплообмена hsr изменяется линейно внутри элемента, принимая в узлах указанные выше 

значения.  На схеме элементы обозначаются четырёхугольниками (треугольниками) 

красного цвета  с перекрещивающимися отрезками  посередине  (рис. 4.2.1з). 

Поверхности радиационного теплообмена. Представляют собой 

четырёхугольные элементы поверхностей, которые  могут вырождаться в треугольные. 

Описываются  номерами ограничивающих узлов  i ,  j ,  k   и  l  ,   и соответствующими 

этим узлам коэффициентами излучения   сi , сj , сk   и  сl, .  В любой точке элемента ur - 

количество тепла на единицу поверхности (Дж/с*м2), отдаваемого  элементом, 

определяется выражением 

ulr  = с   T4          . 

При этом коэффициент излучения  с  изменяется внутри элемента линейно, 

принимая в узлах указанные выше значения. В простейшем случае указанные 

коэффициенты равны степени черноты серого тела .  На схеме элементы обозначаются 

красными четырёхугольниками (треугольниками), центр которых отмечен 

расположенными горизонтально сверху и снизу отрезками прямых (рис. 4.2.1з). 



 

 

 
Рис. 4.2.1. Отображение тепловых нагрузок: 
а – источники тепла в узлах,  
б – конвективный теплообмен в узлах; 
в – радиационный теплообмен в узлах,  
г – линейные источники тепла, 
д – конвективный теплообмен по линии; 
е – радиационный теплообмен по линии; 
ж– поверхностные источники тепла, 
з –  поверхности конвективного теплообмена; 
и – поверхности радиационного теплообмена. 
 
Температуры окружающей среды,  необходимые для расчёта потоков 

конвективного теплообмена, задаются двумя способами. При использовании  первого  

способа  температура среды TS  в любой точке определяется выражением 

Ts  =  T0s  +  TXs* X +  TYs* Y+  TZs* Z    , 

где   T0s ,  TXs ,  TYs  и  TZs  - коэффициенты, задаваемые в исходных данных. 

Этот способ обеспечивает возможность задания температур окружающей среды, 

изменяющихся  по линейному закону во всей рассматриваемой области. Частным случаем 

(при   TXs=TYs=TZs=0) является постоянная области температура, равная  T0s .  

Для более сложных случаев целесообразно использовать второй способ - задание 

конкретных значений Ts в узлах. 

Возможно, также, использование комбинации рассмотренных способов, когда 

конкретные значения задаются только для части узлов,  а в остальных узлах температуры 

задаются предварительно первым способом.  Здесь обязательным условием является 

порядок задания данных: данные, задаваемые первым способом должны предшествовать 

данным , задаваемым вторым способом. 

Данные по температурам окружающей среды должны предшествовать данным по 

конвективному теплообмену. 



 

 

При отсутствии данных по температурам окружающей среды в расчётах 

принимаются нулевые значения  Ts.  

Начальные температуры,  достаточно часто необходимые для расчёта 

нестационарных процессов, задаются также, как и температуры окружающей среды. 

Возможно задание коэффициентов  выражения для функции, изменяющейся по 

линейному закону, конкретные значения в узлах, или комбинацией этих двух способов. 

Для всех рассмотренных выше тепловых нагрузок возможно задание их изменения 

во времени путём задания коэффициента, являющегося функцией времени.
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 4.3. Свойства сред при определении нагрузок 
 

При определении некоторых рассмотренных выше нагрузок на стержни и 

поверхности необходимо  описать свойства сред. Указанные элементы могут 

взаимодействовать с воздушной и водной средой. 

При описании воздушной и водной сред необходимо придерживаться следующих 

правил выбора глобальной системы координат: 

- ось OZ нормальна к поверхности воды; 

- сила тяжести, определяемая как нагрузка, распределённая по массе, равна 

ускорению силы тяжести и направлена в противоположно к оси OZ. 

Для ветра задаются проекции скорости ветра на оси ГСК  - Vx  ,  Vy   и   Vz     . При 

этом, если  записи с проекциями скоростей предшествует запись, описывающая свойства 

какого либо газа, то эти свойства принимаются в качестве свойств среды. Если такая 

запись отсутствует, то по умолчанию принимаются свойства атмосферного воздуха. 

 

Для описания открытой водной поверхности  

Реализованы два способа задания волны дискретный (с конкретными параметрами) 

и спектральный. Для определения параметров движения жидкости использованы 

известные / 33 -35/ выражения, описывающие характеристики регулярного волнения. 

Смещение поверхности относительно нулевой отметки (Z – координаты 

поверхности) для плоской волны малой амплитуды определяется выражением 

  ,        где  

Hw – высота волны; 



2
k  -волновое число; 

  - длина волны; 

X, Y, Z – координаты точки в ГСК; 

w  - угол между осью OX и направлением движения волны; 

  - круговая частота; 

Выражение для давления в произвольной точке пространства, заполненного 

жидкостью, имеет вид 

, 

а  проекции скорости жидкости на оси ГСК определяются следующим образом 

      , 

       и 

      , 

где   Zo  -  Z – координата поверхности. 

Кроме дискретной волны моделирование взволнованной поверхности моря 

возможно с использованием суперпозиции гармонических волн, амплитуды и частоты 
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которых лежат в заданном спектре. В этом случае выражение для отклонения поверхности 

от нулевого уровня имеет вид   

 , где 

 - высота гармоники с индексом ij  ; 

i  - круговая частота ij–й  гармоники;  

j  - угол направления элементарной волны, равномерно распределённый в 

интервале  

[-/2,  /2]; 

ij  - случайная фаза ij–й  гармоники ориентированной под углом j  к основному 

направлению распространения волны, равномерно распределённая в интервале [0 ,-2]; 

i  - частотный интервал спектра  , определяющий 

амплитуду ij–й  гармоники; 

j - интервал градаций угла направления распространения элементарных волн ij–

й  гармоники; 

N  - число интервалов разбиения спектра  jiS  ,  ,  должно быть не менее 100; 

M  - число интервалов разбиения  , должно быть не менее 12. 

Полагается, что двумерный спектр можно представить в виде , 

где 

 S  - спектр, заданный в табличной форме или стандартный; 

, или таблично заданная функция. 

Задаются следующие параметры водной поверхности: 

1.  Z0  уровень поверхность, определяемый по оси OZ  , м 

2.  H0  глубина, м 

2. Размеры и  положение поверхности в плоскости  XOY , определяемые 

координатами крайних точек отображаемого прямоугольника, м   Ymin, ,   Ymax  ,   Ymin, Ymax.; 

3. Проекции скорости течения на оси ГСК, м/с: Vx ,  Vy   на поверхности и на 

глубине  H0; 

4. Параметры волнения. 

Для всех типов волн задаются 

- проекции направления скорости волны на оси ГСК, при этом по умолчанию 

полагается, что волна движется по  OX; 

- высота  волны H, м; 

- тип волны (плоская  2D или пространственная 3D). 

Для спектра дополнительно задётся тип спектра (JONSWAP, Пирсона-Московица, 

или табличный). 

Для стандартных спектров (JONSWAP и Пирсона-Московица) под высотой волны 

понимается высота максимума и дополнительно задаются:  

-средняя частота   Wср; 

-частота максимума Wmax. 

Для спектра  JONSWAP дополнительно задаётся Sj/Spm - соотношение максимумов 

спектров  JONSWAP и Пирсона-Московица  . 

Для таблично заданного спектра задаётся таблица частот и амплитуд, в которой 

строки расположены в порядке возрастания частот. 

При введении в набор данных записи со свойствами поверхности автоматически 

вводится сила тяжести, задаваемая как нагрузка, распределённая по массе 

интенсивностью 9.81 Н/кг,  и направленная  в противоположно к оси OZ направлении. 
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При этом, если  записи с описаниями свойств поверхности жидкости предшествует 

запись, описывающая механические свойства какой либо жидкости, то эти свойства 

принимаются в качестве свойств среды. По умолчанию принимаются свойства воды. 

Эти записи должны предшествовать записям о свойствах элементов, 

взаимодействующих с описываемыми средами. 
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4.4. Задание зависимостей нагрузок от времени или параметров 
движения  

 

В общем случае внешние нагрузки, тепловые воздействия и параметры необходимо 

представить в виде функций от времени или параметров движения. В программе это 

реализовано следующим способом.  Величины всех нагрузок представляются в виде 

произведения заданной величины нагрузки на коэффициент нагрузки  Kf  

F = Fo Kf      , 

где   F – текущая величина нагрузки,    Fo  –  заданное значение нагрузки. 

По умолчанию Kf..= 1 , т.е., если никаких данных о коэффициенте в наборе данных 

нет, то величины нагрузок в текущий момент соответствуют заданным. Для задания 

зависимости нагрузок от времени, или параметров движения перед записями с данными о 

нагрузках следует ввести запись,  определяющую значение коэффициента Kf    в  виде 

функции от времени или  параметров движения.  При этом вычисленная величина   Kf  

будет действительна для всех нагрузок, описание которых расположено в следующих 

записях до следующей записи с описанием коэффициента  Kf. 

Функция, определяющая величину, описывается следующими атрибутами: 

1. Тип и параметры аргумента. В качестве аргумента x может выступать время   t ,  

перемещение 
)(i

mQ   ,   или скорость 
)(i

mQ


  в заданном  узле.  

Если в качестве аргумента указано время, то параметрами аргумента являются 

интервал существования по аргументу и период функции.   

Интервал существования по аргументу определяется значениями Xmin     и       Xmax .  

Если задано значение   Xmin  отличное от нуля, то считается, что при X <  Xmin    Kf. = 1. 

Аналогично, при заданном  Xmax   > Xmin   и    X   > Xmax   и     Kf. = 1.      Если Xmax   <= Xmin, то 

считается, что верхнее ограничение существования функции по аргументу отсутствует. 

Период функции  T  .  Если задан   T >0, то  аргумент функции  x определяется  как   

x =  t – n T   ,  где      n = 1, 2, 3,…. – целая часть от t/T  . 

Если в качестве аргумента указаны перемещение Qm
(i) ,   или скорость 

)(i

mQ


  в узле , 

то параметрами аргумента являются номер узла  i   и направление перемещения   m . Здесь 

можно указать перемещения в направлении осей глобальной системы координат  OX, OY,  

OZ , а также углы поворота относительно указанных осей.  Следует, также, иметь в виду, 

что если в качестве узла выбран узел потока рабочего тела гидропривода, то перемещение 

по оси OX  в таком узле соответствует объёму жидкости, прошедшему через узел, по осям  

OY  и OZ – давлению жидкости в узле на входе и выходе соответственно (Па). 

2. Тип и параметры функции.  Возможно задание трёх типов функции -.синусоидальная, 

полином второго порядка и таблица. 

Синусоидальная функция имеет вид 

, 

 A,  B  и   C  - задаваемые параметры. 

Полином записывается в виде  

, 

A,  B  и   C  - задаваемые параметры. 

Табличная функция задаётся в виде последовательности пар чисел аргумент-

функция в порядке возрастания аргумента. При этом в таблице не должно быть строк с 

одинаковыми значениями аргумента. 

Следует, также, иметь в виду, что если  в наборе данных  расположены подряд 

несколько записей с описанием функций коэффициента нагрузок,  то текущее значение Kf. 

определяется как произведение значений функции, вычисленное для текущих  значений 

аргумента всех следующих подряд записей, т.е. 
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, 

где 
)(i

fK  - коэффициент, вычисленный для записи i  ,   

i  - порядковый номер записи в группе,   

N  - число записей с описанием множителей в группе. 

В качестве примеров  на рис.4.4.1 представлены графики функции коэффициента 

нагрузок от времени для случая двух расположенных подряд записей, из которых в первой 

записи задана функция,  а во второй записи заданы следующие типа и 

параметры  функций: 

a) . 

б)  с интервалом существования от 0 до 1.6с. 

в) . 

Таким образом, манипулируя интервалами существования и параметрами функций 

можно задавать практически любые законы изменения нагрузок. 

Коэффициенты нагрузок используется как для механических, так и для тепловых 

нагрузок.  

 
Рис. 4.4.1. Примеры зависимостей коэффициента нагрузок от времени 

 



 

 

5. Кинематические граничные условия  

 

5.1. Кинематические условия в узлах 
 

В узлах возможно задание шарнирных и жестких закреплений,  заданных значений 

перемещений и углов поворота относительно координатных осей в узлах, а также 

заданных скоростей и ускорений. Все графические элементы, отображающие 

кинематические граничные условия, рисуются синим цветом. 

Жесткое закрепление предполагает равенство нулю  всех поступательных и 

угловых перемещений по всем направлениям глобальной системы координат в узле с 

указанным номером. На графической схеме обозначается  окружностью заключенной в 

квадрат (рис. 5.1.1а.).  

Шарнирное закрепление предполагает равенство нулю только поступательных 

перемещений по всем направлениям глобальной системы координат в узле с указанным 

номером. На графической схеме обозначается окружностью  (рис. 5.1.1б.). 

Заданное перемещение  предполагает, что в узле с указанным номером 

перемещение в заданном направлении будет иметь определённое значение. Описывается  

номером узла, направлением и значением перемещения. На схеме обозначается стрелкой, 

направленной  вдоль указанной оси (рис. 5.1.1в.). Направление стрелки (положительное 

или отрицательное) определяется заданным значением перемещения. При задании углов 

поворота  посередине стрелки выводится окружность (рис. 5.1.1г.). При нулевых значения 

заданных перемещений (закреплениях) около узла выводятся два квадрата,  параллельные 

нормальной к запрещенному перемещению плоскости и симметрично расположенные 

относительно узла (рис. 5.1.1д.). При нулевых значениях заданных углов поворота 

симметрично относительно узла  располагаются две окружности (рис. 5.1.1е.). 

Заданная скорость  предполагает, что узел с указанным номером на 

рассматриваемом промежутке времени будет перемещаться в заданном направлении с 

определённой скоростью. Описывается  номером узла, направлением и значением 

скорости в м/с.  

Заданное ускорение  предполагает, что узел с указанным номером на 

рассматриваемом промежутке времени будет перемещаться в заданном направлении с 

определённым ускорением в м/с2.  

Обозначение заданных скоростей и  ускорений на графической схеме отличается от 

изображения перемещений только длиной стрелок - в 1.5 и 2 раза длиннее соответственно, 

чем для перемещений (рис. 5.1.1ж.). 

По умолчанию величина заданных перемещений, скоростей и ускорений считается 

постоянной на всем рассматриваемом интервале времени.  В программе предусмотрена 

возможность задания практически любого закона изменения их во времени путем 

введения в набор данных описания специального множителя, 

являющегося функцией времени. При наличии описания такого множителя в 

наборе данных все следующие после него перемещения, скорости или ускорения 

умножаются на его текущее значение.  Таких множителей  в наборе данных может быть 

несколько. Область действия одного из них ограничивается следующим и т.д. Функция, 

определяющая зависимость  значения множителя от времени может задаваться в 

табличном виде,  в виде полинома или синусоиды.  

 



 

 

 
Рис. 5.1.1.Отображение граничных и начальных условий: а -жесткие 

закрепления; б -шарнирные закрепления; в - заданные перемещения; г -заданные 
угловые перемещения; д и е - заданные нулевые значения линейных и угловых 
перемещений; ж - отображение заданных перемещений, скоростей и ускорений 

(сверху-вниз).
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5.2. Задание зависимостей кинематических возмущений от времени 
или параметров движения  

 

При решении некоторых задач кинематические возмущения (перемещения, 

скорости и ускорения) необходимо представлять в виде функций от времени или 

параметров движения. Также как и для нагрузок, эта возможность обеспечена путём 

представления текущих величин всех кинематических возмущений в виде произведения 

заданной величины нагрузки на множитель  Kq  

Q = Qo Kq      , 

где   Q – текущая величина кинематического возмущения,    Qo  –  заданная 

величина нагрузки. 

Правила описания  и интерпретации множителей, изложенные ниже, в основном 

аналогичны правилам описания и интерпретации, используемым для множителей при 

нагрузках (П.4.4.), хотя имеются некоторые отличия. 

По умолчанию  Kq..= 1 . Для задания зависимости кинематических возмущений от 

времени, или параметров движения перед записями с данными о кинематических 

возмущениях следует ввести запись,  определяющую значение множителя Kq    в  виде 

функции от времени или  параметров движения.  При этом вычисленная величина   Kq  

будет действительна для всех кинематических возмущений, описание которых 

расположено в следующих записях до следующей записи с описанием коэффициента  Kq. 

Функция, определяющая величину, описывается следующими атрибутами: 

1. Тип и параметры аргумента. В качестве аргумента x может выступать время   t ,  

перемещение 
)(i

mQ   ,   или скорость 
)(i

mQ


  в заданном  узле.  

Если в качестве аргумента указано время, то параметрами аргумента являются 

интервал существования по аргументу и период функции.   

Интервал существования по аргументу определяется значениями Xmin     и       Xmax .  

Если задано значение   Xmin  отличное от нуля, то считается, что при X <  Xmin    Kf. = 1. 

Аналогично, при заданном  Xmax   > Xmin   и    X   > Xmax   и     Kf. = 1.      Если Xmax   <= Xmin, то 

считается, что верхнее ограничение существования функции по аргументу отсутствует. 

Период функции  T  .  Если задан   T >0, то  аргумент функции  x определяется  как   

x =  t – n T   ,  где      n = 1, 2, 3,…. – целая часть от t/T  . 

Если в качестве аргумента указаны перемещение Qm
(i) ,   или скорость 

)(i

mQ


  в узле , 

то параметрами аргумента являются номер узла  i   и направление перемещения   m . Здесь 

можно указать перемещения в направлении осей глобальной системы координат  OX, OY,  

OZ , а также углы поворота относительно указанных осей.  Следует, также, иметь в виду, 

что если в качестве узла выбран узел потока рабочего тела гидропривода, то перемещение 

по оси OX  в таком узле соответствует объёму жидкости, прошедшему через узел, по осям  

OY  и OZ – давлению жидкости в узле на входе и выходе соответственно (Па). 

2. Тип и параметры функции.  Возможно задание трёх типов функции -.синусоидальная, 

полином второго порядка и таблица. 

Синусоидальная функция имеет вид 

, 

 A,  B  и   C  - задаваемые параметры. 

Полином записывается в виде  

, 

A,  B  и   C  - задаваемые параметры. 

Табличная функция задаётся в виде последовательности пар чисел аргумент-

функция в порядке возрастания аргумента. При этом в таблице не должно быть строк с 

одинаковыми значениями аргумента. 
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Следует, также, иметь в виду, что если  в наборе данных  расположены подряд 

несколько записей с описанием функций коэффициента нагрузок,  то текущее значение Kf. 

определяется как произведение значений функции, вычисленное для текущих  значений 

аргумента всех следующих подряд записей, т.е. 

, 

где 
)(i

qK  - коэффициент, вычисленный для записи i  ,   

i  - порядковый номер записи в группе,   

N  - число записей с описанием множителей в группе. 

В п.4.4. представлены примеры, иллюстрирующие некоторые варианты 

интерпретации групп записей. 

Для кинематических возмущений интерпретация множителей при значении 

времени, выходящем за границы интервала существования по времени различна при 

малых и больших перемещениях: 

-при малых перемещениях точки остаются закреплёнными и перемещения в них 

принимаются равными нулю; 

-при больших перемещениях точки движутся свободно. При этом, если имеет 

место группа записей (несколько однотипных, расположенных подряд), то интервал 

существования определяется для каждой записи отдельно.  

При решении статических задач принимаются величины множителей, 

соответствующие нулевому значению времени или параметров движения. Если решается 

геометрически нелинейная задача, а в качестве аргумента функции множителя указаны 

перемещения узла, то в процессе итераций значение множителя уточняется в соответствии 

с получаемыми значениями перемещений. 
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5.3. Виртуальные кинематические ограничения  
 

 В практических расчетах часто встречаются случаи, когда кинематические 

граничные условия (закрепления) модели зависят от ее перемещений и, в конечном счете, 

от нагрузки (возможность потери контакта с опорой и др.) или могут изменяться во 

времени.  Для описания подобных вариантов в программе реализованы поверхности 

виртуальных граничных условий, для которых проверяются условия контакта. На узлы, 

для которых выполняется условие контакта, накладываются кинематические ограничения, 

соответствующие заданным параметрам поверхности.  

Виртуальные кинематические ограничения характеризуются геометрическими и 

кинематическими параметрами.  

Геометрические параметры определяют совокупность условий контакта. К ним 

относятся тип ограничивающей поверхности (плоскость, цилиндр, конус…), её размеры 

поверхности и глубина контролируемой области t .  Если точка не выступает за размеры 

поверхности и находится выше глубины контролируемой области,  то условие контакта 

выполняется (рис.5.3.1.). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В качестве кинематических параметров выступают условия, ограничивающие 

перемещения узлов относительно поверхности. Для всех рассмотренных далее 

виртуальных кинематических ограничений узлы могут выравниваться или не 

выравниваться по поверхности, также может быть запрещено или разрешено 

проскальзывание параллельно поверхности (перемещения  qx     и       qy ) .  

Виртуальные кинематические ограничения могут перемещаться по заданному 

закону. При этом следует иметь в виду, что это перемещение только кинематическое - 

деформируемые при выполнении условий  конечные элементы влияния на него не 

оказывают.  Исключение составляют разновидности ограничений в виде  цилиндра  и  

кольца, которые могут использоваться для описания  локальных контактов между 

элеентами.  

Далее рассмотрены  реализованные в программе  варианты виртуальных 

кинематических ограничений. Рассматриваемые компоненты модели занимает 

промежуточное положение между конечными элементами и граничными условиями, но 

для определённости далее по тексту, а также в программе используется термин элемент. 

 

5.3.1. Участок плоской поверхности  
 

Виртуальное кинематическое ограничение в виде участка  плоской поверхности- 

представлено на рис. 5.3.2. Ограничивает положение узлов плоскостью -узлы  не могут 

Рис. 5.3.1. Виртуальное 
кинематическое ограничение. 
1 – ограничивающая поверхность, 
2 – узловая точка. 
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находиться ниже плоскости xoy. При этом проверяются  узлы, находящиеся  выше 

заданной величины Hz - толщины элемента. Для всех узлов, попадающих в объем, 

ограниченный контуром элемента, обеспечивается выполнение условия Zi >=0, где Zi - z-

координата узла i , т.е. узлы, попадающие в область 2,  выравниваются по поверхности 1 и 

имеют возможность перемещения по этой поверхности. На перемещения узлов, 

находящихся выше поверхности 1 ограничений не накладывается.  Ориентация локальной 

системы координат  такая же, как и для элемента пластины (см.п.2.2.). Элемент 

описывается номерами узлов i, j, k, l, определяющими его  положение, форму и размеры , 

а также толщиной Hz,  определяющей размер контролируемой области по нормали к 

поверхности в мм.  На рис. 5.3.2б представлено изображение элемента в графических 

схемах. Элемент изображается контуром темно-зеленого цвета, соединяющим 

связываемые узлы, из центра которого по нормали к плоскости элемента  выводится 

отрезок, отображающий толщину контролируемой области. 

 

 
Рис. 5.3.2. Кинематическое ограничение в виде участка плоской 

поверхности: 
а - схема элемента;  б - изображение на графических схемах. 
1 - ограничивающая поверхность;  2 - контролируемая область. 
 
На рис. 5.3.3. представлен пример использования рассматриваемого ограничения 

для решения задачи удара каучукового шарика, смоделированного совокупностью 

объемных конечных элементов, о жесткую преграду. Этот пример поставляется с 

программой и описан в приложении. Изображение, представленное на рис. 5.3б 

иллюстрирует деформацию шарика и затем его свободное движение после удара.  
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Рис. 5.3.3. Пример использования ограничивающей  плоскости: 
а - схема задачи;  б - изображение сечения шара в различные моменты 

времени. 
1 - конечноэлементная модель шара;  2 -  ограничивающая поверхность . 
 

На рис. 5.3.4. представлен пример использования рассматриваемого ограничения 

для решения задачи деформации каучукового кольца при перемещении двух 

ограничивающих  плоскостей. Этот пример, также как и предыдущий, поставляется с 

программой и описан в приложении. В задаче описана конечноэлементная модель кольца, 

которая сжимается с двух сторон перемещающимися ограничивающими поверхностями. 

Для того, чтобы исключить перемещения кольца как твердого тела во всех направлениях 

некоторые граничные узлы его дополнительно закреплены в направлении осей OY и OZ.   

Узлам, с которыми связаны ограничивающие поверхности, заданы постоянные скорости и 

решены задача статического нагружения для изменяющихся во времени нагрузок и 

параметров. 
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Рис. 5.3.4. Пример использования перемещающихся ограничивающих  

плоскостей: 
а - схема задачи;  б - изображение модели в различные моменты времени. 
1 - конечноэлементная модель кольца;  2 -  ограничивающие поверхности; 
3 - заданные скорости; 4 - закрепления граничных узлов. 
 

Подобным образом могут использоваться и другие рассмотренные далее типы 

виртуальных кинематических ограничений. 

 

5.3.2. Кольцо   
 

Виртуальное кинематическое ограничение в виде кольца аналогично предыдущему 

- ограничивающая поверхность плоская. Отличается формой и способом ориентации. 

Общий вид элемента представлен на рис. 5.5. Элемент симметричен относительно своей 

оси , проходящей через узлы i  и  j  ,  и характеризуется внутренним D1 и наружным D2 

диаметрами.  Таким образом контролируемая область ограничена плоскостями, 

нормальными оси элемента и проходящими через узлы i  и   j   и диаметрами D1  и D2 . 

Узлы, попавшие в контролируемую область, выравниваются в плоскости выравнивания 

(нормальной оси и проходящей через узел i ),  и могут перемещаться в этой плоскости, т.е. 

для узлов, у которых D1 /2=>Rm =>D2 /2      zm=>0 .  Перемещение этих узлов в 

направлении оси элемента запрещается. На графических схемах изображается двумя 

окружностями c диаметрами D1  и D2 , лежащими в плоскости выравнивания и центром в 

узле i, и прямыми, параллельными оси и равными по длине контролируемой области.  
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Рис. 5.3.5. Кинематическое ограничение в виде кольца: 
а - схема элемента;  б - изображение на графических схемах. 
1 - ограничивающая поверхность;  2 - контролируемая область. 
 

5.3.3. Цилиндр  

 

 Общий вид элемента представлен на рис. 5.3.6. Ограничивающая поверхность 1 

имеет форму цилиндра радиуса R=D/2, ось которого ox проходит через узлы i и j.  

Элемент выравнивает точки по образующей цилиндра, обеспечивая для любого m- го узла 

если xi<=xm <= xj выполнение условия Rm=>R. Контролируемая область 2 располагается 

под поверхностью цилиндра, и длина её ограничена положением узлов i и j.  Для узлов, 

попавших в область действия ограничения, запрещается перемещение в радиальном 

направлении. Элемент может использоваться для моделирования ситуации, когда деталь 

опирается на ось. При этом в ходе итерационного процесса или интегрирования по 

времени обеспечивается  контроль условий контакта узлов с ограничивающей 

поверхностью, т.е. ограничения будут накладываться только на узлы, которые при 

перемещениях будут опираться на ограничивающую поверхность.  

 

 
Рис. 5.3.6. Кинематическое ограничение в виде цилиндра: 
а - схема элемента;  б - изображение на графических схемах. 
1 - ограничивающая поверхность;  2 - контролируемая область. 
 

Пример совместного использования ограничений в виде кольца и цилиндра для 

моделирования опирания детали (выбрасывателя)  на ось  представлен на рис. 5.3.7. Этот 

пример поставляется с программой и его описание имеется в приложении.  

На рис 5.3.8. представлен пример работы цилиндра при решении задачи 

статического расчета в случае, когда диаметр цилиндра больше диаметра полости под 
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него.  Труба из объемных элементов закреплена так, чтобы исключить её смещение как 

твердого тела и дать возможность перемещений всех её узлов в радиальном направлении. 

На рис. 5.8б показано положение поверхности цилиндра относительно узлов в исходном 

положении при наблюдении с торца трубы, а на рис.5.8в -положение узлов, полученное из 

решения задачи. В результате решения задачи статического расчёта узлы располагаются 

по поверхности цилиндра. Элемент описывается номерами узлов (i и j ) и диаметром D. 

 
 

Рис. 5.3.7. Применение кинематических ограничений в виде цилиндра и 
кольца для моделирования закрепления детали на оси: 

а - структура ограничений;  б - сформированная модель. 

 
Рис. 5.3.8. Работа кинематического ограничения в виде цилиндра при 

моделировании натяга:  а-структура ограничений; б-исходное положение узлов; в-
смещенное положение узлов в соответствие с решением задачи расчета 
перемещений при статическом нагружении. 

 

 

5.3.4. Конус  
 

Элемент аналогичен цилиндру. Отличается только тем, что ограничивающая 

поверхность  имеет вид конуса, ось которого ox проходит через узлы i и j, и имеет 

диаметры в этих узлах D1 и D2 соответственно.  Элемент выравнивает точки по 

образующей, обеспечивая для любого m- го узла если   xi<=xm <= xj  ,  выполнение 
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условия Rm=>R ,  где R=D1/2 + xm  (D2-D1) /2 xj  -cоответствующая xm  величина радиуса, xj - 

x-координата узла j. Описывается номерами узлов i и j и  диаметрами поверхности в этих 

узлах (D1 и D2 соответственно ). 

 

5.3.5. Криволинейный конус  
 

Аналогичен предыдущему. Отличается только тем, что образующая представляет 

собой кривую, и описывается тремя диаметрами – D1 и D2 в узлах  i и j соответственно, а  

D3  задаётся посередине элемента. 

 

5.3.6. Сфера  
 

Элемент аналогичен цилиндру. Отличается только тем, что ограничивающая 

поверхность  имеет вид сферы радиуса R  с центром в точке i. Описывается номером узла i 

, расположенного в центре,   и  радиусом поверхности R. 

Для цилиндра, конуса  и сферы  наряду с описанными выше случаями реализована 

возможность обратного расположения контролируемой области. Для этих элементов 

наряду с номерами узлов и  радиусами указывается, также, тип ограничения - внутреннее 

или охватывающее.  Внутреннее  соответствует описанным выше случаям, при 

охватывающем контролируемая область расположена снаружи поверхности. В этом 

случае узлы могут свободно перемещаться только внутри цилиндра, конуса  или сферы. 

При использовании различных вариантов сочетаний виртуальных граничных 

условий следует заботиться о том, чтобы модель была постоянно закреплена  и не имела 

возможности перемещений как твёрдого тела, хотя к динамическим задачам это относится 

в меньшей степени.  Кроме того,  в этом случае необходимо исключить их взаимное 

влияние (если это не является необходимым для реализации модели ). Исключение 

взаимовлияния можно обеспечить задав координаты узлов таким образом, чтобы узлы, 

определяющие положение и форму одних виртуальных граничных условий, не попадали  

в контролируемые области других.  Если это обеспечить невозможно, то в таких узлах  

следует  задать кинематические граничные условия явно, закрепив их, или задав 

конкретные значение узловых перемещений. 
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5.4. Учёт симметрии модели 
 

Обеспечена возможность задания плоскостей симметрии, проходящих через оси 

системы координат  XOY, XOZ  и  YOZ , параллельно плоскостям системы координат и 

относительно осей.   

В первом случае для узлов, лежащих строго в плоскости симметрии, запрещаются 

перемещения по нормали к плоскости симметрии, а также угловые перемещения вокруг 

осей, лежащих в плоскости симметрии.  

Графически плоскости симметрии отображаются прямоугольниками, лежащими в 

координатных плоскостях, несколько выступающих за габариты модели. Цвет 

прямоугольников соответствует цвету нормальных к плоскости осей ГСК: для XOY - 

зелёный, для  XOZ - синий,  для  YOZ  красный.   Пример отображения плоскостей 

симметрии модели представлен на рис. 5.4.1. 

 

 

 
 

Рис. 5.4.1. Отображение плоскостей симметрии модели. 
 

Во втором случае предполагается циклическая симметрия относительно 

плоскостей параллельных плоскостям XOY, XOZ и YOZ ГСК, т.е. модель полагается 

вырезанной из общей плоскостями, параллельными координатным. Циклическая 

симметрия относительно плоскостей ГСК подразумевает, что условия симметрии заданы 

по границам объекта, т.е. в крайних точках, определяемых по нормали к плоскости 

симметрии. Используется при выделении анализируемой части из протяжённых объектов. 

Графически отображается прямоугольниками параллельными координатным плоскостям, 

несколько выступающими за габариты модели и расположенными по её границам. 

Третий случай предполагает, что модель циклически симметрия относительно осей 

OX, OY и OZ ГСК. В этом случае модель отсекается от общей плоскостями, проходящими 

через заданную ось. Графически отображается прямоугольниками, проходящими через 

заданную координатную ось и граничный узлы модели и несколько выступающими за её 

габариты. 

Второй и третий случаи представлены на рис.5.4.2. 
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Рис. 5.4.2.  Циклическая симметрия модели. а – вдоль оси, б -  
относительно оси, в - отображение циклической симметрии 
модели относительно оси OX и плоскости YOZ. 
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5.5. Cвязь и симметрия узлов.  
 

Обеспечена возможность наложения связей на перемещения пар узлов, т.е. на 

перемещения узлов i  и   j . Условия этого типа отображаются линиями, соединяющими 

связываемые узлы. 

 

5.5.1. Cвязь перемещений.  
 

Данный вид кинематического условия обеспечивает возможность наложения 

связей на параллельные перемещения пар узлов, т.е. на перемещения узлов i  и   j  

накладывается условие 

kk ij QQ     , где  k = x, y,… 

Условие может накладываться на все степени свободы и в  любых сочетаниях. 

 

5.5.2. Cимметрия узлов.  
 

Симметрия узлов предполагает задание плоскости симметрии для связываемой 

пары узлов. В этом случае для  связываемых узлов i  и   j  предполагается равенство 

перемещений в плоскости симметрии, равенство углов поворота вокруг нормальной к 

плоскости симметрии оси, симметрия нормальных к плоскости перемещений и углов 

поворота вокруг осей, лежащих в плоскости симметрии, т.е.  

kk ij QQ  ,       lklk ij QQ   ,        mkmk ij QQ   ,  

kk ij FF  ,     lklk ij FF   ,       mkmk ij FF   ,  

где  k = x,  y,  z;   l =  y, z, x;  k = z,  x, y; 

 

Условие может накладываться на все степени свободы и в  любых сочетаниях. 

 

 

5.5.3. Циклическая симметрия узлов.   
Обеспечена возможность наложения связей на перемещения циклически 

симметричных относительно осей системы координат  OX, OY  и  OZ узлов.  

В этом случае для пар узлов, принадлежащих симметричным граням и имеющим 

одинаковые координаты и радиусы относительно оси симметрии приравниваются 

радиальные, тангенциальные и параллельные относительно оси симметрии перемещения. 

Если в симметричных узлах присутствуют угловые перемещения, то приравниваются 

также, углы поворота относительно оси симметрии, в радиальном и в тангенциальном 

направлениях.  

Пример отображения циклически симметричных узлов модели представлен на рис. 

5.4.2. 
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Рис. 5.5.1. Пример отображения циклически симметричных относительно оси OZ 
узлов модели.  а – непрозрачная модель, б – прозрачная модель, в – видны 
только симметричные узлы. 

 
 

5.6. Редуцирование узлов 
 

Редуцирование узлов в данном случае рассматривается как частный случай 

кинематических граничных условий, накладывающий на относительное перемещение 

узлов связь вида 

,  где 

{Qh} – вектор перемещений редуцируемого узла; 

{Qr} - вектор перемещений редуцирущих узлов; 

|N| - матрица функций формы, определяющая тип связи. 

Реализовано два вида редуцирования - по линии и по поверхности.  

 При наложении рассматриваемых связей узлы, определяющие перемещения 

поверхностей, пластин или стержней называются редуцирующими, а узлы, находящихся в 

плоскости поверхностей объёмных элементов или пластин, или на нейтральной линии 

стержней, называются редуцируемыми. 

При редуцировании по линии перемещения узлов, находящихся на нейтральной 

линии стержня, определяются перемещениями узлов стержня, т.е. редуцируемый узел k 

располагается на линии между двумя редуцирующими узлами i   и  j   (Рис.5.6.1.а).  В этом 

случае каждый компонент вектора перемещений редуцируемого узла выражается через 

одноимённые компоненты редуцирующих узлов следующим образом 

, 

где   s = x, y,…; 

Ni = (1 - )/2,          Nj = (1 + )/2  - линейные функции формы;

  - локальная нормализованная координата, изменяющаяся от –1 до 1, значение 

которой соответствует положению редуцируемого узла. 

Редуцирование по поверхности (Рис.5.6.1б).  предполагает, что перемещения узлов, 

находящихся в плоскости поверхностей объёмных элементов или пластин, определяются 

перемещениями узлов ограничивающих эту поверхность, т. е. редуцируемый узел m 

находится на поверхности плоского четырёхугольника, ограниченного узлами i, j, k, l. В 

частном случае четырёхугольник вырождается в треугольник. 

 

 

 

Рис. 5.6.1. Схемы относительного положения редуцирующих и 
редуцируемых узлов: 
а -  редуцирование по линии;  б – редуцирование по поверхности. 
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Для четырёхугольника выражение для связи компонентов перемещений 

редуцируемого и редуцирующих узлов имеет вид 

, 

где 

Ni = (1 + )(1 - )/4,        Nj = (1 + )(1 + )/4, 

Nk = (1 + )(1 + )/4,        Nl = (1 + )(1 - )/4,

,   - локальные нормализованные координаты, изменяющиеся от –1 до 1 значение 

которых соответствует положению редуцируемого узла. 

Для треугольника связь компонентов перемещений редуцируемого и 

редуцирующих узлов запишется в  виде 

, 

где 

Ni = Smjk / Sijk       ,  

Smjk  - площадь треугольника mjk, 

Sijk  - площадь треугольника ijk  . 

Аналогично: 

Nj = Smik / Sijk       ,             Nk = Smij / Sijk      .  

Условия данного типа удобны при согласовании сеток конечных элементов с 

разным шагом. 

Данные о редукции по линии и по поверхности группируются в соответствующие 

записи. Рекомендуется эти записи формировать в конце  формирования набора данных. 

При вводе данных с помощью графического редактора программа отыскивает 

группы узлов соответствующие положению редукции по линии на стержневых элементах, 

рёбрах пластин и объёмных элементов.  При поиске ситуации редуцирования по 

поверхности рассматриваются поверхности пластин и грани объёмных элементов. При 

этом рассматриваются только помеченные узлы. 

Редуцирующие узлы могут принадлежать только конечным элементам(стержни, 

пластины или объёмные элементы). Редуцируемые узлы могут связываться как с 

элементами, так и с нагрузками. 

Графически редуцирующие и редуцируемые узлы выделяются отрезками синего 

цвета пересекающими узел под углом 45 град.  
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5.7.Логические связи 
 
Для описания различного рода граничных условий в программе реализованы 

элементы типа логических связей. Для каждого элемента этого типа выделяется 

логический узел, не связанный с элементами других типов. В этом узле по результатам 

логических операций может устанавливаться или обнуляться параметр A в качестве 

которого принято перемещение по оси OX  ГСК. Это перемещение может далее 

использоваться для других элементов (множителей при нагрузках и перемещениях, для 

управляющих перемещений регулируемых дросселей и т.д.).  

Возможно проверка значений следующих параметров  контролируемых узлов C: 

- перемещение; 

- скорость; 

- давление в узлах потока; 

- температура. 

При этом их значения могут сравниваться  (больше или меньше) с контрольными 

значениями D. 

В результате выполнения логической операции можно указывать следующие виды 

реакции: 

- установить заданное значение логического параметра A равным  В; 

- обнулить  значение логического параметра A = 0; 

- задать значение параметра равным A = t – to, где t – текущее значение времени,  

 to – момент выполнения логического условия; 

- увеличить  значение логического параметра на величину В, т.е.  A = A + В; 

- уменьшить  значение логического параметра на величину В, т.е.  A = A – В. 

Для правильной работы элемента в логическом узле не должно задаваться других 

типов граничных условий. 

На схеме элемент изображается  прямоугольником жёлтого цвета расположенным 

вокруг логического узла, к которому проведены стрелки от контролируемых узлов 

(рис.5.7.1.). 

 

 
Рис. 5.7.1. Отображение логических связей.  
1 – логический узел; 2 – контролируемые узлы. 
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6. Начальные условия 
 

6.1. Начальные условия для задач динамики механических систем 
 

В узлах возможно задание начальных условий в виде заданных скоростей и 

перемещений. При их описании задается номер узла, направление и значение. На схемах 

начальные условия изображаются также, как и  заданные перемещения, отличие 

заключается в том, что используется зеленый цвет и длина стрелок, изображающих 

начальные скорости, принимается большей, чем для перемещений. Если известны 

значения скоростей или перемещений в ограниченном количестве узлов и предполагается 

закон изменения их по модели как для твердого тела или  по функциям статического 

прогиба, то значения условий в остальных точках могут быть получены из решения задач 

определения согласованных начальных скоростей и перемещения соответственно.   

 

6.1. Начальные условия для задач теплопереноса 
 

В узлах возможно задание начальных условий в виде заданных температур для 

решения нестационарной задачи теплопроводности. При их описании задается номер узла 

и значение температуры. Контроль заданных значений может быть выполнен графически.  
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7. Подготовка исходных данных 

 

7.1. Общие сведения о принципах организации данных 
 

Подготовка   исходных  данных   производится  непосредственно перед работой  на  

ПЭВМ  и  заключается в сборе характеристик и величин исходных  параметров,  

объединении их в соответствии  с  принятой   структурой исходных  данных   и 

предварительной записи в удобном для последующего ввода виде. 

В состав исходных данных включается минимально необходимая информация  о 

геометрии    и  структуре  конструкции,    граничных условиях,  физико-механических  

свойствах  материалов и параметрах внешних  нагрузок. 

Все наборы  данных,  обрабатываемые  программой,  представляют собой файлы, 

состоящие из типовых записей. Каждая типовая запись характеризуется типом и именем. 

Тип записи  однозначно  определяет  структуру  и назначение данных хранящихся в 

записи и явно (в текстовом редакторе) или неявно (в графическом редакторе) выбирается 

пользователем из номенклатуры, предлагаемой программой. Имя  записи вводится 

пользователем и предназначено для индивидуального отличия записей. Состоит из 16 

символов. 

  
7.2. Построение конечно-элементной модели 
 

Схему целесообразно предварительно отобразить отдельно. Рекомендуется   

придерживаться   указанного  ниже порядка оформления расчетной схемы (КЭ-модели).    

С помощью схемы определяются: 

    -глобальная система координат; 

    -типы опор или другие кинематические условия (перемещения, скорости, 

ускорения); 

    -направление внешней нагрузки (в том числе и распределенной по массе); 

    -координаты необходимых для построения модели узлов; 

    -структура модели (типы элементов,  связей, исходные и начальные величины 

зазоров и т.д.). 

Если предполагается ввод данных только с помощью текстового    редактора то 

определяется нумерация узлов.  Далее, при рассмотрении конкретных записей 

информация  о номерах узлов используется  только при вводе данных текстовым 

редактором. 

 При использовании графического редактора предварительная нумерация узлов и 

элементов не имеет смысла, однако также целесообразно выделить группы элементов с 

одинаковыми характеристиками, которые будут вводиться в модель одновременно. 

Графический редактор предполагает ввод в модель элементов как подобластей, состоящих 

из нескольких однотипных элементов, которые затем сшиваются  между собой и 

преобразуются его командами.  В этом случае модель должна быть представлена 

совокупностью подобластей, параметризованных фрагментов, ранее построенных 

моделей, и пользователю  необходимо  предварительно  наметить  последовательность 

команд  их ввода,  соединения  и  преобразования  с целью получения модели 

соответствующей структуры и геометрии. 

Программа предусматривает возможность расчета конструкции из разных 

материалов для отдельных частей. 
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Геометрия всей системы описывается в глобальной (общей для всей  конструкции)  

системе  координат,   в   качестве  которой используется правая декартова.  Таким  

образом, положение каждого  узла фиксируется тремя координатами X, Y, Z. 

Осуществляется приведение действующих нагрузок к совокупности типовых 

нагрузок, реализованных в программе. При   делении   системы  на  конечные  элементы 

необходимо помнить,  что в  данной  версии  программы  сосредоточенные нагрузки 

являются только узловыми,  а распределенные нагрузки  на стержни действуют только по 

всей длине элемента.   

Необходимо задать кинематические граничные условия ( заранее известные 

перемещения) таким образом, чтобы исключить возможность перемещения КЭ-модели 

рассматриваемой конструкции как твердого тела во всех направлениях а также  ее 

поворота  относительно всех трех координатных осей. 

На  расчетной схеме рекомендуется нанести размеры, облегчающие определение 

величин координат узлов. 

Координаты узлов (линейные размеры КЭ-модели) задаются в миллиметрах. 

При использовании текстового редактора необходимо предварительно 

пронумеровать узлы. 

Нумерация узлов начинается с единицы. Порядок нумерации определяется только 

удобством ввода данных с точки зрения пользователя (никаких ограничений сточки 

зрения работы программ не имеется).  Нумерация узлов всей модели обычно называется 

глобальной или общей. 

Для нумерации узлов рекомендуется  разбить конструкцию в направлении 

максимального геометрического  размера  условными сечениями (в общем случае 

неплоскими).  В пределах каждого сечения узлы нумеруются по строкам слева-направо 

(условно)  в направлении  минимального размера по количеству  узлов. 

Возможны и другие варианты нумерации узлов позволяющие эффективно 

использовать команды ввода координат узлов и индексов элементов .  Для этого при 

нумерации узлов целесообразно узлы с регулярностью величин координат 

(закономерностью  в  приращении  значений) объединять в группы узлов или фрагменты. 

При нумерации элементов конечные элементы, имеющие одинаковые жесткостные 

характеристики (одновременно одинаковую форму и геометрические размеры 

поперечного сечения) также целесообразно объединять в группы и нумеровать подряд. 

В процессе формирования модели целесообразно периодически осуществлять  

визуальный контроль ее структуры и геометрии с использованием графического режима 

отображения. 
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7.3. Исходные данные 
 

В данном  подразделе приводятся необходимые характеристики исходных  

параметров, объединенных в соответствии со структур   исходных данных, сведения о 

сущности исходных параметров, способах  их  определения,  необходимой    размерности 

величин. 

 

7.3.1.Координаты узловых точек 
 

Координаты узловых точек КЭ-модели группируются в отдельную запись 

предназначенного для них типа.         Отсчет координат узловых точек (узлов) КЭ-модели 

ведется в глобальной  (общей  для  всей конструкции) системе координат  правой 

декартовой.         Координаты   X, Y, Z   задаются  последовательно  в мм  по порядку 

нумерации узловых точек.    При нумерации узлов следует  иметь  в виду, что при вводе  

координат узлов в текстовом редакторе предусмотрены  команды  ввода и коррекции 

координат отдельных узлов, групп узлов путем дублирования  имеющихся. При этом 

возможны  пошаговое приращение координат, поворот вокруг, и масштабирование, 

поэтому  целесообразно узлы  с регулярностью величин  координат  (закономерностью  в  

приращении  значений)   объединять в группы узлов. 

 

7.3.2. Свойства материала  
 

 Механические свойства материала конструкции группируются в запись 

одноименного типа.  Запись содержит  следующие  механические    свойства  материала  

конструкции: 

              -плотность, кг/куб. м; 

     -модуль упругости, МПа; 

     -коэффициент Пуассона; 

     -модуль сдвига, МПа; 

     -коэффициент линейного расширения материала; 

     -коэффициент теплопроводности; 

     -теплоёмкость. 

Программа предусматривает возможность расчета конструкции из разных 

материалов для отдельных частей и имеет  базу данных  по свойствам наиболее  часто 

используемых материалов (сталь,  алюминиевые сплавы и т.д.) для которых указывается 

только наименование материала в меню. 

При этом возможно задание нелинейной зависимости между деформациями и 

напряжениями  ( ). При отсутствии этой функции в записи задача всегда решается  

линейно (упругая), при наличии – расчёт для изменяющихся во времени статических и 

динамических нагрузок выполняется с учётом пластических деформаций. Если, по каким-

либо причинам, имеется необходимость решения задачи в линейной постановке без 

удаления данных о нелинейных свойствах, то в записи атрибутов задач необходимо это 

специально указать, убрав флаг учёта физической нелинейности. 

Аналогичным образом задаются зависимости коэффициента линейного 

расширения, теплопроводности и теплоёмкости от температуры. При отсутствии этой 

функции в записи задачи расчёта параметров теплопередачи решаются для постоянных 

значений теплоёмкости и теплопроводности. При задании – решение выполняется  с 

учётом зависимости этих характеристик от температуры. 

Возможно, также, задание зависимостей коэффициента изменения модуля 

упругости KE и коэффициента изменения напряжений K, определяемых по кривой 
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пластического  деформирования от температуры материала. В этом случае текущее 

значение модуля упругости ET определяется в соответствии с температурой элемента Te 

выражением  

  , 

где   E  - заданное для нормальной температуры значение модуля упругости. 

Аналогично, величины напряжений, определяемых  по кривой деформирования, 

определяются  выражением 

,  

где ( ) – функция зависимости напряжений от деформаций  в упруго-

пластической области, заданная для нормальной температуры. 

Все функции задаются таблично в виде пар значений аргумента и функции в 

порядке возрастания аргумента. 

 

7.3.3.Геометрические характеристики стержневых элементов 
 

 Стержневой  элемент  ориентируется  в  локальной (местной) правой  системе   

координат,  в   которой начало  координат располагается  в первом в локальной нумерации 

узле узле, ось ox направлена  вдоль нейтральной линии (оси) стержня, ось oy - 

горизонтально, ось oz - вертикально, если смотреть на сечение в направлении 

противоположном оси ox. 

Для автоматизации подготовки и ввода данных наиболее часто встречающихся 

видов  поперечных сечений стержней сформирована так  называемая  библиотека   

типовых сечений,  поэтому  сечения условно  делятся на  типовые и уникальные.  

Типовыми   называются  имеющиеся   в библиотеке типовых  сечений .   Для  данных  

элементов  указывается  только  тип сечения и необходимые геометрические размеры 

(размерность величин - мм).  Расчет геометрических характеристик производится 

программно,  т.е.  нет необходимости их предварительно вычислять.   Типовые сечения,  

имеющиеся в библиотеке,  условно  можно  разделить на  простые ( Рис. 7.1.) , 

стандартные  (рис. 7.2. а и б)  и  составные  из швеллера и листа (Рис. 7.2. в - и). Следует, 

также, иметь в виду что этих для сечений лист считается симметрично расположенным 

относительно сечения.   Набор параметров, необходимых для описания типовых  сечений,  

ясен из рисунков.   
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Рис.7.1. Простые типовые сечения:  а - круг;  б - труба;  в - прямоугольник; г 
- полый прямоугольник;  д - двутавр;  е - тавр; ж - два прямоугольника; з - 
швеллер; и - уголок; к - полый ромб;  л и м - круг и труба с вертикальным пазом 
соответственно. 

 

Указанная   на  рисунках  ориентация поперечных  сечений  в локальной  системе   

координат   отличается   от  принятой  в нормативных документах (ГОСТ, ОСТ и т.п.). 

Соответствие  осей  следующее: 

      ГОСТ - ось OX - в программе – ось  oy ; 

      ГОСТ - ось OY - в программе - ось  oz . 

Если ориентация сечений отличается от приведенной на рисунках то для стержней 

задается угол поворота локальной ситемы координат относительно вспомогательной. 

Например, для сечения, представленного на рис. 7.2.е. при расположении   листа не 

сверху, а снизу, задается тип приведенного в таблице сечения, но для элементов 

указывается  угол поворота сечения равный 180  градусов. 
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Рис. 7.2.Стандартные и составные типовые сечения:  а - двутавр ГОСТ 
8239-89;  б - швеллер ГОСТ 8240-89;  в, г, д, з, и,  - составные профили из 
швеллеров и листа;  г и ж - составные профили из двух швеллеров.    Размеры B*,  
H*  и   S* - справочные и определяются выбранным из ГОСТа профилем. 

 

 

Следует иметь ввиду, что библиотека сечений постоянно пополняется, и её текущее 

состояние следует уточнить при работе с программой.  

Для уникальных стержневых КЭ предварительно вычисляются и вводятся в 

соответствующей записи набора данных следующие геометрические  характеристики 

сечения: 

-площадь (F), мм2; 

-полярный момент инерции  (Jx), мм4; 

-момент инерции при изгибе в плоскости xoz (Jy), мм4; 

-момент инерции при изгибе в плоскости xoy (Jz), мм4; 

-количество   точек сечения,  в которых будут определяться напряжения  (как 

правило,  это характерные - предположительно  опасные  с точки зрения напряженного 

состояния - точки).  

  Далее   в соответствии  с     порядковым  номером  для каждой m - й опасной 

точки (m =1,2,3,...N,  N - число опасных точек, заданных для сечения) задаются: 

            -координата y, мм; 

            -координата z, мм;   

-коэффициент напряженийpym, связывающий касательное напряжения в плоскости 

xoy  (и
xy) c перерезывающей силой  py выражением  и

xy py pym ; 

 -коэффициент напряжений pzm, связывающий касательное напряжения в 

плоскости xoz (и
xz) c перерезывающей силой  pz выражениеми

xzpz  pzm; 

-коэффициент напряжений mym , связывающий касательное напряжения в 

плоскости xoy ( (к)
xy) c крутящим моментом mx  выражением(к)

xymx  mym ; 
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-коэффициент напряжений mzm, связывающий касательное напряжения в 

плоскости xoz ((к)
xz) c крутящим моментом  mx выражением(к)

xzmx mzm ; 

При выборе порядка нумерации точек следует иметь ввиду, что при графическом 

отображении уникальное сечение будет отображаться контуром, соединяющим введенные 

точки в порядке их нумерации, поэтому с точки зрения наглядности изображения точки 

целесообразно нумеровать выбрав какое либо направление обхода по контуру (по- или 

против часовой стрелки). 

Для расчёта стержневых конструкций в программе предусмотрена возможность 

определения геометрических характеристик сечений стержней (площади, моментов 

инерции и коэффициентов напряжений ) по объёмным моделям. Для этого формируется 

достаточно подробная с точки зрения определения напряжений модель участка стержня. 

При этом направление оси OX её  глобальной системы координат должно совпадать с 

направлением оси ox локальной системой координат стержня.  Примерно посередине 

стержня указываются предполагаемые опасные точки сечения. Площадь и моменты 

инерции и направления главных осей инерции определяются из геометрических 

соображений. В ходе вычислений коэффициентов напряжений автоматически 

закрепляется один из концов модели стержня, а к другому поочерёдно прикладывается 

единичные перерезывающий силы в направлении осей OY и  OZ  (перерезывающие силы) 

и крутящий момент относительно оси OX глобальной системы координат. Программой 

для каждой из нагрузок решается задача определения перемещений при статическом 

нагружении и вычисляются компоненты касательных напряжений от перерезывающих 

сил и моментов, которые, затем,  и  используются как коэффициенты напряжений. 

 
Рис. 7.3.Определение характеристик  сечения по объёмной модели:  а – 

подробная модель стержня и её ориентация в глобальной системе координат;  б – 

изображение сформированного сечения в стержневой модели;   1 – опасные точки 

сечения. 

 

После выполнения вычислений набор данных необходимо записать в какой-либо 

файл. Затем, в ходе формирования стержневой модели при задании характеристик сечения 

следует указать,  что характеристики сечения импортируются из другого файла и ввести 

имя файла, куда были записаны данные. 

Как и при непосредственном вводе числовых данных, при выборе порядка 

нумерации точек следует иметь ввиду, что при графическом отображении сечение будет 

отображаться контуром, соединяющим введенные точки в порядке их нумерации, поэтому 

с точки зрения наглядности изображения точки целесообразно нумеровать, выбрать какое 

либо направление обхода. Опасные точки удобнее вводить в графическом редакторе. 
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7.3.4. Дополнительные характеристики сечений 
  

Запись данного типа содержит дополнительные характеристики сечений   

стержней, необходимые для вычисления распределенных нагрузок. В записи содержатся 

приведенный  коэффициент  ветровой нагрузки Спр, дополнительная масса   и моменты  

инерции, приходящиеся на единицу длины стержня (кг/м  и кг м2/м соответственно). 

Дополнительные инерционные характеристики предназначены для приближенного учета 

различного рода покрытий и присоединенных деталей, не  влияющих  на его жесткость, 

но имеющих массу, требующую учета  при  наличии инерционных нагрузок (обледенение 

и т.п.). 

Приведенный   коэффициент  ветровой нагрузки Кпр  стержней  используется для  

определения  величины распределенной нагрузки вызываемой действием ветра.  При этом 

скорость и направление ветра задается в соответствующей записи.      Приведенный  

коэффициент  ветровой нагрузки связывает величину нагрузки,  приходящуюся на 

единицу длины стержня, со скоростью ветра выражением 

                                       qв = Спр V
, 

 где     qв  - величина нагрузки, приходящейся на единицу длины  стержня, Н/м; 

           V - скорость ветра на данной высоте, м/с . 

    В общем случае статическая составляющая  ветровой нагрузки    определяется в 

Н по формуле              

P = Qв    , 

  где  Qв = Q kв са - распределенное  давление  ветра  в данной  зоне высоты над 

поверхностью земли, н/м 2; 

  Q = V
/1.6 - динамическое давление ветра, ПА; 

   kв  - коэффициент, учитывающий изменение  динамического  давления  ветра по 

высоте;  

   са  - коэффициент аэродинамического сопротивления; 

   Fнав, =Lc he  -  наветренная поверхность,м**2 ; 

   Lc  - длина стержня, м ; 

  he   - максимальная высота (ширина) сечения стержня, м. 

    Тогда Спр = kв  са   he  / 1.6 . 

    В зависимости  от  вида  элементов  конструкции величину коэффициента 

аэродинамического сопротивления са   рекомендуется  принимать в соответствии с 

данными  табл.  7.3.1 . 

Коэффициент аэродинамического сопротивления                                   Таблица 7.3.1. 

№ 

п/п 

 

Вид элемента конструкции 

Коэффициент 

аэродинамического 

сопротивления 

1 Балка с выступающими поясами и наружными ребрами 1,6 

2 Плоская ферма из прямоугольных профилей 1,6 

3 Коробчатая конструкция с гладкими наружными 

поверхностями                                                                                                          

1,2 

4 Конструкция из труб в зависимости 

от параметра ( V2/1.6 )D2 , 

где  V - скорость ветра, м/с, 

 D - диаметр трубы, м, 

высота над поверхностью земли не 

более 10 м. 

( V2/1.6 )D2  

<5 1,2 

5-8 1,0 

8-15 0,7 

15-25 0,5 

25-100 0,6 

100-1000 0,7 
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При расчетной высоте расположения  конструкции более 10 м изменение величины 

коэффициента  k необходимо компенсировать идентичным увеличением ( по сравнению с 

табличным  значением) вводимой величины коэффициента са / 8,9 и 10 /.  Величина  

коэффициента   k  принимается,  обычно, равной единице, т.е. для высоты не более 10 м.  

Величина наветренной поверхности определяется программно  по  введенным ранее 

геометрическим характеристикам элементов (стержней). 

При  расчете  крановых  конструкций   общего  назначения, установленных в 

районах  без  специфических климатических условий, рекомендуется принимать скорость 

ветра на высоте не более  10 м  над  поверхностью земли  для рабочего состояния 

конструкции 14 м/с, для нерабочего - 27 м/с. 

Зависимость  между   числом   баллов  по шкале  Бофорта,  наименованием  силы 

ветра и предельной скоростью ветра (м/с) на высоте 10 м представлена в табл.7.3.2. 

В  каждой  конкретной  записи данного типа приводится одна величина 

коэффициента, одинаковая для  всех стержней, индексы которых описаны в следующих 

по расположению в наборе данных записях. 

 

                                                                                        Табл.7.3.2 

Балл Наименование Скорость, м/с 

0 Штиль 0.2 

1 Тихий 1.5 

2 Легкий 3.3 

3 Слабый 5.4 

4 Умеренный 7.9 

5 Свежий 10.0 

6 Сильный 13.8 

7 Крепкий 17.1 

8 Очень крепкий 20.7 

9 Шторм 24.4 

10 Сильный шторм 28.4 

11 Жестокий шторм 32.6 

12 Ураган >32.6 
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7.3.5. Стержневые элементы 
 

Описания элементов данного вида группируются  в типовые записи, каждая из 

которых объединяет описания нескольких элементов. 

Для описания каждого из КЭ в общем случае необходимо указать: 

- номера связываемых им узлов, а при ориентации стержня по трем узлам также и 

номер узла, ориентирующего его вспомогательную систему координат; 

-способы соединения с другими элементами в каждом из связываемых узлов 

(шарнирно или жестко); 

 -угол поворота локальной системы координат относительно вспомогательной 

системы координат; 

-смещения нейтральной оси стержня в узлах в направлении осей вспомогательной 

системы координат (эксцентриситеты); 

-расстояния от узловых точек до опасных сечений.  

По умолчанию значения всех перечисленных параметров принимаются равными  

нулю. 

При вводе данных с использованием текстового редактора значения параметров 

предварительно определяются и вводятся в виде конкретных числовых величин. При этом 

предусмотрены следующие виды  операций: 

  - ввод индексов  и параметров элементов; 

  - ввод индексов и параметров дублированием с задаваемыми величинами 

    приращений; 

            -удаление части данных.  

При  описании  и  выполнении  операций используется термин "номер элемента",  

под  которым  понимается  порядковый  номер элемента в данной конкретной записи. 

 При   описании  операции дублирования используются термины   "дублируемый" и 

"сдублированный"  элемент.   Под "дублируемым" понимается элемент, данные о котором 

уже введены  и  к моменту   начала данной операции  находятся  в соответствующей 

записи. Под "сдублированным" понимается элемент,  информация о котором формируется 

в процессе выполнения данной операции.    Поэтому при наличии регулярности в 

нумерации узлов нет необходимости вводить номера узлов для каждого элемента. Обычно 

вводятся номера узлов для одного КЭ или группы КЭ, которые затем дублируются нужное

 число раз с задаваемыми  приращениями значений номеров на шаге дублирования. 

При вводе и коррекции данных с использованием графического редактора 

возможно определение эксцентриситетов путем задания смещений крайних точек сечения 

стержня от оси ox вспомогательной системы координат (прямой, проведенной через узлы 

связываемые  элементом). 
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7.3.6. Гибкие нити  
 

Описания элементов данного вида группируются  в типовую запись, в которой , для 

всех элементов задаются одинаковые значения усилий  предварительного натяжения Po 

(Н) и дополнительной  погонной массы М (кг.м),  с помощью которой возможно описать 

различные покрытия, упругость которых мала, а масса и вес влияют на величину 

погонной нагрузки (оплетки, покрытия, обледенение и т.п.).  

Величина  усилия предварительного натяжения   Po  определяется в Н по формуле 

    Po = E*F*(L-Dl)/L, 

    где E - модуль упругости, МПa; 

 F - площадь поперечного  сечения элемента, мм2; 

 L - длина элемента (гибкой нити), мм; 

 Dl - расстояние между точками подвеса элемента, мм. 

В частном случае величина предварительного натяжения может равняться нулю.  

Нумерация узлов элемента может указываться произвольно, но рекомендуется 

последовательность начало - конец элемента (от узла с меньшим номером к большему).  

При этом приводится также величина предварительного натяжения в Н,  которая 

считается одинаковой для всех элементов, описываемых в данной записи. 

Так же как и для стержневых элементов, при вводе данных с использованием 

текстового редактора предусмотрены операции дублирования номеров узлов ранее 

введенных элементов с приращениями номеров на шаге дублирования, удаления данных и 

т.д.  В одной записи могут  содержаться данные для нескольких  элементов. 

 

7.3.7. Неудерживающие связи 
 

Описания элементов данного вида группируются в типовую запись, где для всех 

элементов описываемых в конкретной записи задаются величины  К  и  n (см.п.3.3.7.), а 

для каждого элемента в записи указываются глобальные номера связываемых  узлов, и 

величина начального зазора в связи (в миллиметрах).    Конкретные значения K и n для 

наиболее часто встречающихся случаев можно определить по формулам, 

рекомендованным в / 11,12,13 и др./ . Так же как и для стержневых элементов  при вводе 

данных с использованием текстового редактора предусмотрены операции дублирования  

номеров узлов ранее введенных элементов с приращениями номеров  на шаге 

дублирования, удаления данных и т.д.. В  одной записи может быть описано 

неограниченное число записей с одинаковыми параметрами  К,  n    и  Do. 

 

7.3.8. Связи конечной жесткости 
 

Описания элементов данного вида группируются  в типовую запись, 

объединяющую описания нескольких элементов. Связь определяет  соединение двух  

узлов, для которых задаются характеристики линейной и угловой жесткости в 

направлении  координатных осей глобальной  системы координат.    Для данного элемента 

задаются приведенные жесткости и номера узлов связываемых элементом. Приведенные    

жесткости   Kx,   Ky  и  Kz  описывают свойства элемента сопротивляться  относительному   

смещению  связываемых узлов  в  направлении соответствующих   координатных осей. 

Приведенные   угловые   жесткости  Kfx, Kfy и Kfz описывают свойства элемента  

сопротивляться  относительному  повороту связываемых  узлов  вокруг соответствующих 

координатных осей. Значения   Kx,   Ky  и  Kz задаются в Н/м, а Kfx, Kfy и Kfz в Н м/рад.  

Так же как и для стержневых элементов  при вводе данных с использованием 

текстового редактора предусмотрены операции дублирования  номеров узлов и значений 
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параметров ранее введенных элементов с приращениями номеров  на шаге дублирования, 

удаления данных и т.д.. 

 

7.3.9. Пластины 
 

В программе реализованы КЭ типа плоских  четырехугольных пластин, 

испытывающих деформации растяжения-сжатия и изгиба при плоском напряженном   

состоянии в плоскости их локальной системы координат.  При необходимости могут  

вырождаться  в треугольники.   Ориентация  в пространстве произвольная.  Локальная 

нумерация узлов элемента осуществляется по часовой стрелке. Описание  

рассматриваемых  КЭ  производится  путем последовательного задания номеров узлов 

элемента. Для треугольных   пластин значения  номеров "соседних " узлов   дублируются, 

т.е.  номер одного из узлов повторяется.  Толщина пластин задается  в  мм, и принимается 

одинаковой для всех пластин, описываемых в одной конкретной записи.    Так же как и 

для стержневых элементов при вводе данных в текстовом редакторе предусмотрены 

операции дублирования номеров  узлов ранее введенных элементов с приращениями 

номеров  на шаге дублирования и т.д.. Объединение элементов в записи производится по 

усмотрению пользователя. Описания пластин группируются в специальные типовые 

записи, содержащие толщину и индексы элементов. 

 

7.3.10. Объёмные элементы 
 

Объёмные элементы с восьмью узлами (гексаэдры общего вида),  вырождающиеся, 

при необходимости, в элементы с меньшим числом узлов (до четырех - тетраэдры общего 

вида). Описания элементов данного вида группируются в типовую запись, объединяющую 

описания нескольких элементов. 

Описание объемных КЭ производится  путем последовательного задания номеров 

узлов после выбора за основную произвольной  грани  элемента.   Верхний  левый  узел  

"основной" грани (при взгляде  на  нее  снаружи  элемента)  принимается  в  качестве 

первого, верхний правый - в качестве второго, нижний правый - в качестве третьего, 

нижний левый - в качестве четвертого (т.е. узлы нумеруются по часовой стрелке ).  Далее 

аналогично нумеруются  остальные четыре узла, ограничивающие другую  грань, не  

смежную с "основной". При этом,  первый  и  пятый   узлы должны быть связаны 

ребром и, аналогично,  второй  и шестой, третий и седьмой, четвертый и  восьмой .      

Для вырожденных объемных  элементов (число узлов меньше восьми)  дублируются  

соответствующие значения номеров "соседних" узлов, т.е.  номера "лишних" узлов 

повторяются .    Так же как и для других записей аналогичного типа при вводе  данных в 

текстовом редакторе предусмотрены операции дублирования  номеров узлов ранее 

введенных элементов с приращениями номеров на шаге дублирования. 

 

7.3.11. Твердые тела 
 

В рассматриваемой  версии  программы под "твердым телом" понимается элемент, 

геометрические и инерционные характеристики которого требуют учета в общей модели 

конструкции, а жесткость  значительно выше, чем у смежных с ним элементов, или может 

учитываться приближённо. Следовательно, понятие  "твердое  тело"  используется, как 

правило,  при  моделировании  жесткого   элемента,  собственные прочностные   

параметры которого  проверки  не требуют. Данным элементом можно также 

моделировать жесткое соединение двух частей конструкции. Описание каждого такого 

элемента группируется в отдельную  типовую запись, которая  содержит  массу элемента 
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m (кг), главные моменты инерции  Jxx , Jyy , Jzz (кг м2), глобальные номера узлов,  

связываемых элементом, и, при необходимости, приведенные жёсткости в узлах. 

В топологии элемента полагается, что первый в локальной нумерации узел 

совпадает с центром масс элемента и жестко связан с ним; с остальными узлами элемент 

связан шарнирно.  Этот "центральный"  узел  и  указывается  первым при описании 

глобальных  номеров  узлов. 

Если элемент связан с одним узлом, то направление осей  глобальной  и локальной  

для элемента систем координат совпадают. Если число связываемых узлов больше, то 

полагается, что ось ox локальной системы координат проходит через второй узел 

элемента, а ось oy лежит в плоскости проходящей через первые три узла элемента.   Таким 

образом, эти узлы выделены среди остальных  узлов, и  при вводе данных с 

использованием графического редактора их необходимо указать раньше других. 

При моделировании жесткого соединения масса и главные моменты инерции  

принимаются равными нулю, центральный узел располагается на грани стыкуемого 

элемента, а остальные узлы являются точками пересечения на поверхности контакта 

абриса (контура) твердого тела с линиями узлов стыкуемого элемента.  При  этом  

перемещения всех  точек  поверхности, связываемой элементом, будут определяться   

перемещениями центрального узла (полюса).  Это удобно в случаях, когда  необходимо 

связать несколько узлов с одним (рассматриваемый элемент здесь используется как 

связующий). 

 

7.3.12. Внешние нагрузки 
 

 В общем  случае  (за исключением специально оговоренных) направление  

действия  внешних нагрузок задается в глобальной системе  координат.  При   этом  за  

положительное принимается  направление   внешней силы, совпадающее      с 

направлением соответствующей  оси;  за положительное  направление  внешнего момента  

принимается  направление против часовой стрелки, если смотреть с конца 

соответствующей оси. В программе имеется возможность выбора единиц измерения для 

различных видов нагрузок. 

  Сосредоточенные узловые  нагрузки. Внешние узловые сосредоточенные  

нагрузки  прикладываются  к узлам  КЭ   любого  типа.   При этом указываются  номер  

узла, к которому приложена внешняя нагрузка,  тип  нагрузки  ( сила  или момент  и ось 

глобальной системы координат по которой она направлена ) и величина нагрузки. При 

этом, в соответствии с выбранными единицами нагрузки могут указываться в ньютонах, 

килограммах или тоннах (Н, кГ, Т) , а моменты в ньютонах-, килограммах- или тоннах на 

метр (Н м, кГ м, Т м) с учетом  знака .  Под нагрузкой,  также,  понимается значение 

температуры  в узле  отличное от принимаемой по умолчанию нулевой . Так же как и  

для стержневых элементов  при вводе данных текстовым редактором предусмотрены  

операции  дублирования номеров  узлов ранее  введенных  условий  с  приращениями 

номеров и значений нагрузок на шаге дублирования . 

Сосредоточенные узловые  нагрузки являющиеся функцией от перемещения. 
Внешние узловые сосредоточенные  нагрузки  прикладываются  к узлам  КЭ   любого  

типа.   При этом указываются  номер  узла, к которому приложена внешняя нагрузка,  тип  

нагрузки  (сила  или момент и ось глобальной системы координат по которой она 

направлена) и величина нагрузки в  Н или  H м  в функции от перемещения.   Функция 

может задаваться таблично, в виде полинома второго порядка или синусоидой. Может 

быть задан, также, интервал действия по аргументу и период, если функция 

периодическая. 
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Сосредоточенные узловые  нагрузки являющиеся функцией от скорости. 
Внешние узловые сосредоточенные  нагрузки  прикладываются  к узлам  КЭ   любого  

типа.   При этом указываются  номер  узла, к которому приложена внешняя нагрузка,  тип  

нагрузки  ( сила  или момент и ось глобальной системы координат по которой она 

направлена ) и величина нагрузки в  Н или  H м  в функции от скорости.   Функция может 

задаваться таблично, в виде полинома второго порядка или синусоидой. Может быть 

задан, также, интервал действия по аргументу и период, если функция периодическая. 

Равномерно распределенная по поверхности  нагрузка - давление. Внешняя 

нагрузка на пластину,  представляющая   давление на ее  плоскость, задается   в 

соответствии с выбранными единицами: Па, КПа, МПа, кГ/м2,  кГ/см2, кГ/мм2  или Т/м2   

Знак  нагрузки определяется "правилом   буравчика",  т.е.  положительное   направление  

силы соответствует направлению в пластину при  задании ее узлов по часовой стрелке   

если  смотреть  со стороны действия силы.  В записи содержится величина  давления и 

номера узлов описывающих  элементарные четырехугольники  на которые дей ствует 

давление.  При использовании  текстового редактора поверхности описываются  также  

как и пластины  и их ввод осуществляется по тем же правилам. 

Распределенные нагрузки на стержни или  ребра элементов. В  общем  случае 

учитывается  нагрузка,  распределенная по закону трапеции между парами узлов.    

Указываются   номера  узлов,   между   которыми   действует нагрузка, тип нагрузки (ось в 

направлении которой она действует) и интенсивность нагрузки в узлах в соответствии с 

выбранными единицами: Н/м,  кГ/м,  Т/м  с учетом знака.    Так же как и для других 

элементов (записей) при вводе данных предусмотрены операции дублирования  номеров  

узлов ранее введенных условий с приращениями номеров и значений интенсивностей 

нагрузок на шаге дублирования. При вводе данных с использованием графического 

редактора описываемая нагрузка задается как условие в помеченных узлах. Программа  

выделяет линию узлов  из помеченных  и формирует запись данного типа  с указанным 

пользователем значением интенсивности в узлах. 

Ветровая нагрузка . В  данной  версии  программы  предусмотрен учет ветровой 

нагрузки  действующей на стержни,  гибкие нити и поверхности. В записи данного типа 

задается скорости ветра в проекциях на оси системы глобальной системы координат XOYZ 

( Vx, Vy  и  Vz  ).   При этом необходимое для вычисления  ветрового давления  на площадки 

поверхности нормативное значение ветрового давления W0  соответствует значениям 

скорости ветра (по модулю), определённым в таблице 3.2. 
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Таблица 3.2. 

 
Снеговая нагрузка  подобно давлению предполагает описание индексов площадок, 

на которые она действует, и полные нормативные значения снеговой нагрузки S в этих 

узлах значения  (кПа/м2) в каждом узле каждой площадки.  

Распределенная по массе нагрузка. Распределенная по массе нагрузка задается в 

глобальной системе координат для всей рассматриваемой КЭ-модели в целом.   Данное 

нагружение  представляет собой распределенную по массе конструкции нагрузку, 

программно учитывающую  вид  и размеры   конечных элементов  (  плотность материала 

конструкции задается при описании механических свойств материала - см. пункт 3.2.2.).  

Частный случай нагрузки распределенной по массе - сила тяжести. Интенсивность этих 

нагрузок задаётся в н/кг в направлении координатных осей Wx, Wy и Wz. 

Полагается,  что  составляющие  нагрузки, действующие вдоль координатных осей  

изменяются по линейному закону: 

 

    Wx=Wox+W1x*X,     Wy=Woy+W1y*Y,     Wz=Woz+W1z*Z, 

 

    где  Woi,  W1i  -коэффициенты, задаваемые  в записи в качестве исходных данных, 

i=x, y, z;  (X,Y,Z-координаты рассматриваемой точки в глобальной системе координат).   

Для  постоянных нагрузок (сила тяжести) W1i  = 0.     При рассмотрении, например, тела 

вращающегося вокруг оси  коэффициенты  выбираются  так,  чтобы смоделировать 

центростремительное ускорение и т.п.    В частном случае "горизонтального"  

расположения  глобальной системы координат при действии силы  тяжести вводятся 

следующие величины составляющих распределенной по массе нагрузки: 

 

 Woz = -9.81,   Wox = Woy  =  W1x =  W1y =  W1z = 0 . 

 

 

Перемещающаяся нагрузка. Данное нагружение  представляет собой систему из 

четырёх равных по величине сосредоточенных узловых усилий,  изначально 

координирующихся по углам четырёхугольной плоской поверхности, описываемой 

номерами узлов. При вычислениях эти усилия прикладываются к ближайшим  по 

текущему (с учетом перемещений ) положению  узлам, не связанным с этой 

поверхностью, а  направление действия нагрузки - нормальное к плоскости площадки. 

При подготовке данных следует определить размеры, количество и  законы движения 

площадок с целью максимально точного моделирования источника нагрузки. 

Сейсмическое воздействие предполагает задание амплитуд ускорений основания в 

направлении координатных осей, категорию грунта и коэффициенты K1,   K2 ,  K , 

учитывающие допускаемые повреждения, конструктивные решения и характеристики 

зданий и сооружений  соответственно. 
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Таблицы и подробные рекомендации по заданию коэффициентов K1,   K2 ,  K, а 

также требуемого количества предварительны вычисленных частот и форм собственных 

колебаний конструкции,соответствующих конкретной расчётной ситуации представлены 

в СНиП II-7-81. 

Спектры ускорений сейсмической нагрузки могут задаваться таблично. При 

решении задачи динамики данный вид нагрузки интерпретируется как  распределённая по 

массе нагрузка, интенсивность которой определяется суммированием гармоник в 

соответствии с заданными спектрами. 

Этот вид нагрузки вводится путём формирования и ввода в набор данных 

соответствующей записи. Это удобнее делать в текстовом редакторе.  

 

7.3.13. Кинематические граничные условия 
 

Запись типа рассматриваемого предусматривает  следующие  виды кинематических 

граничных   условий  в   глобальной  системе координат: 

   -перемещения вдоль осей  0X, 0Y или 0Z; 

   -поворот относительно осей  0X, 0Y, или 0Z; 

   -шарнирные или жесткие закрепления. 

Ввод   исходных  данных  осуществляется   последовательным заданием  номера  

узла,  на  который   наложена   связь,  типа перемещения и  величины перемещения с 

учетом знака ( в частном случае величина перемещения равна нулю). 

Правило  знаков линейного и углового перемещений такое же,  как  и для  внешних 

сил  и  моментов - см. пункт 7.3.12. Перемещения указываются  в выбранных единицах 

(линейное в миллиметрах, сантиметрах или метрах, а  угловое - в градусах или  радианах. 

На один узел может накладываться и несколько кинематических граничных 

условий ( например, и линейные и угловые перемещения). При этом номер узла вводится 

соответствующее число раз с  последовательным  заданием по одному граничному 

условию.   Шарнирное  закрепление  моделирует  сферический (шаровой)  шарнир   в  

реальной  конструкции - эквивалент трех элементарных связей;  жесткое закрепление  - 

жесткие заделки  - эквивалент шести элементарных связей. 

В текстовом редакторе ввод исходных данных осуществляется последовательным  

заданием номера  узла, на  который  наложена связь, и  направления.    Так же как и для 

других записей при вводе данных предусмотрены операции дублирования  номеров узлов 

ранее введенных условий с приращениями номеров и значений перемещений на шаге 

дублирования. 

В графическом редакторе ввод кинематических граничных условий водится к 

заданию условий в помеченных узлах. 
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7.4. Структура набора  данных 
 

Все  наборы  данных,  обрабатываемые программой,  представляют собой файлы,  

состоящие из типовых записей.    Каждая  типовая  запись  описывается  типом и именем.  

Тип записи однозначно характеризует  структуру  и назначение  данных, 

располагаемых в записи. 

Имя  записи предназначено  для индивидуального отличия экземпляров записей. 

Основным назначением является облегчение поиска записей  в  файлах  (для  

модификации, удаления  и  т.п.).  При вычислениях имя используется только для нагрузок 

при определении сочетаний вариантов нагрузок: если предполагается решение 

статической задачи для вариантов нагрузок, то все записи с описаниями нагрузок должны 

иметь индивидуальные (отличные друг от друга) имена. Имя выбирается   произвольно и 

состоит из 16 символов.    Записи,  содержащие   результаты расчетов, как правило, имен 

не имеют. 

При  формировании  наборов исходных  данных необходимо помнить  об 

особенностях  их  структуры и соблюдать правила, приведенные ниже. 

Положение и количество  записей содержащих текстовую информацию 

(комментарии  к задаче, варианту расчета и т.д.)  в наборе данных  значения не  имеют  и  

не ограничены. Программно записи этого типа группируются  в  начале текста по порядку 

их ввода и объединенной записью выводятся во все отчетные документы.  Поэтому  

рекомендуется после каждой коррекции  (при внесении изменений в записи набора 

данных) проверять соответствие содержания  записей этого типа  введенным изменениям 

и, при необходимости, исправлять их. 

В наборе  данных  может  содержаться только по одной записи следующих типов: 

-атрибуты задач; 

-координаты узлов; 

-скорость ветра; 

-параметры водной поверхности; 

-параметры сейсмической нагрузки; 

-описание сочетаний вариантов статических нагрузок; 

-параметры нагрузки распределенной по массе. 

Некоторые типы записей позиционно зависимы, т.е. их интерпретация в   

программе определяется  относительным  расположением в наборе   данных.  

Позиционная  зависимость существует между записями следующих типов: 

1. Между описанием механических свойств материала и описаниями индексов 

и свойств элементов. Полагается, что свойства материала задаются для всех элементов, 

топология которых описана в записях соответствующих типов, расположенных в наборе 

данных за указанной записью  до следующей записи, содержащей данные о свойствах 

материала, которая, в свою очередь, задает   свойства материала для элементов, 

описанных в расположенных за ней записях и т.д. 

2. Между описанием геометрических характеристик стержневых элементов  и 

описаниями индексов и параметров стержневых элементов и гибких нитей. 

Геометрические характеристики сечений стержней задаются для всех элементов, 

топология которых описана в  записях,  расположенных в наборе данных за указанной 

записью до следующей записи данного типа, которая, в свою очередь, задает 

геометрические характеристики сечений для элементов, описанных в расположенных за 

ней записях и т.д. 

3. Между описанием дополнительных характеристик сечений стержней и 

описаниями индексов и параметров стержневых элементов.  Дополнительные 

характеристики сечений стержней включают в себя приведенный коэффициент  ветровой  
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нагрузки и инерционные характеристики присоединенной массы , приходящейся на 

единицу длины, для всех стержневых элементов, которые описаны в записях, 

расположенных  в наборе  данных  за  указанной записью до следующей записи данного 

типа, которая, в свою очередь,  задает  коэффициент  для  элементов,  описанных за ней и 

т.д.  

4. Между свойствами рабочего тела и записями данных об  элементах 

гидропривода. Полагается, что свойства рабочего тела задаются для всех элементов, 

топология которых описана в записях соответствующих типов, расположенных в наборе 

данных за указанной записью.  Новые свойства рабочего тела должны быть описаны в  

следующей записи со свойствами рабочего тела, которые, в свою очередь, действительны 

для элементов, описанных в расположенных за ней записях и т.д. 

5. Между температурами окружающей среды и  данными о конвективном 

теплообмене. Полагается, что температуры внешней среды задаются для всех записей, 

описывающих конвективный теплообмен, расположенных в наборе данных за указанной 

записью  до следующей записи, содержащей данные о температурах окружающей среды, 

которая, в свою очередь, задает   температуры окружающей среды для элементов, 

описанных в расположенных за ней записях и т.д. 

6. Между множителями при нагрузках в функции времени  и записями с 

описаниями нагрузок.  Все величины нагрузок, заданные в соответствующих записях, 

следующих за рассматриваемой записью, будут умножаться на значение коэффициента 

соответствующее текущему значению функции от времени, описанных в этой записи. 

7. Между описаниями контактных точек и контактных поверхностей. 

Контактные поверхности воспринимают только те контактные точки, описания которых 

расположены перед описаниями поверхностей. Таким образом составляется группа 

контактных элементов  (точки-поверхности), которых может быть несколько в одном 

наборе данных.   В каждой группе может быть только одна запись с описанием 

поверхностей. Описаний точек может быть несколько. Описание такой группы 

заканчивается записью с описанием контактных поверхностей. 

8. Между множителями при нагрузках в функции времени  и записями с 

описаниями тепловых нагрузок.  Все величины тепловых нагрузок (в том числе 

температуры окружающей среды), заданные в соответствующих записях, следующих за 

рассматриваемой записью, будут умножаться на значение коэффициента 

соответствующее текущему значению функции от времени, описанных в этой записи. 

9. Между множителями при перемещениях в функции времени  и записями с 

заданными значениями перемещений, скоростей и ускорений. 

10. Между записью с описанием одноузлового элемента типа автомат-

терморегулятор и записями с и значениями механических и тепловых нагрузок, а также 

заданными значениями перемещений, скоростей и ускорений. Здесь множители при 

указанных типах записей могут переназначаться множителями при нагрузках и 

кинематических условиях. 

 

Записи, описывающие свойства материала, геометрические характеристики 

сечений стержней и дополнительные характеристики взаимно независимы. 

Положение и количество записей  других типов в наборе данных не имеет  

значения и не ограничено. 

По команде  окончания  работы  с записью конкретного типа программно  

выполняется  запись  результатов  работы   (ввода данных)  в   выходной файл и для 

выполнения следующей операции пользователь должен подать необходимую команду. 

В соответствии с  описанием  структуры  исходных данных рекомендуется 

следующий порядок   набора  данных для общего случая расчета  пространственной  
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конструкции,  состоящей  из стержней,  пластин,  объемных  элементов, твердых тел и 

гибких нитей  разного материала,  и имеющей   все виды  внешнего нагружения и связей, 

предусмотренные программой: 

 

 - текстовая информация о решаемой задаче; 

 

 - координаты узлов в последовательности нумерации их в КЭ-модели 

          (единственная запись данного типа в наборе); 

 

  - свойства материала-1; 

 -  допускаемое напряжение для материала-1; 

  ... 

  - геометрические характеристики сечений стержней из материала-1; 

  ... 

  - топология и свойства стержней из материала-1 с   

  ... 

  ... 

   - топология и свойства  объемных элементов; 

  ... 

   - механические свойства материала-2; 

   - топология пластин толщины-1 из материала-2; 

   - топология пластин толщины-2 из  материала-2 

   -  второе допускаемое напряжение для материала-2; 

   - топология пластин толщины-3 из  материала-2 

  ... 

   - свойства материала-3; 

   - геометрические характеристики сечений стержней из материала-3;           

   - коэффициент аэродинамического сопротивления стержней из 

      материала-3 ветровой нагрузке; 

  ... 

  - топология стержней из материала-3; 

  ... 

  - топология гибких нитей из материала-3; 

  ... 

   - давление на поверхность; 

   - сосредоточенные узловые нагрузки; 

   ... 

    - распределенные по длине нагрузки; 

   ... 

    - ветровая нагрузка  (единственная  запись  в наборе); 

    ... 

     - распределенная по массе конструкции нагрузка (единственная   запись в   

наборе); 

    ... 

     - связи шарнирные и заделки; 

     - связи нелинейные неудерживающие; 

    ... 

 

Таким образом, для решения задачи набор данных обязательно должен содержать 

запись, описывающую координаты узлов, записи, описывающие конечные элементы  и, 
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если это необходимо, записи содержащие свойства материала. Если в наборе данных 

имеются записи, описывающие стержневые элементы, то необходимо присутствие 

записей, описывающих характеристики сечений стержней.  Эта информация является 

минимально необходимой для описания КЭ-модели. Набор данных, содержащий эту 

информацию, позволяет вычислить инерционные характеристики КЭ-модели.  

Для вычисления перемещений узловых точек при статическом нагружении КЭ-

модели  набор данных, кроме описания элементов, должен содержать записи о 

кинематических граничных условиях и нагрузках. В частном случае в качестве нагрузок 

могут выступать заданные значения перемещений. Следует иметь ввиду, что если в 

наборе данных присутствуют записи, содержащие  множители в функции времени при 

нагрузках и перемещениях, то их значения будут учтены для момента времени t=0. В 

результате вычислений набор данных дополняется записью, содержащей перемещения 

узлов при статическом нагружении КЭ-модели. 

 Для вычисления перемещений при динамическом нагружении набор данных 

должен содержать описание элементов, силовых и (или) кинематических возмущений и 

запись, содержащую данные для решения задач динамики, из которой в используются  

значения  интервала и шага интегрирования по времени, а также способа формирования 

уравнения - с учетом или без учета больших кинематических перемещений.   При 

необходимости описания изменения нагрузок и задаваемых перемещений во времени в 

набор вводятся записи содержащие  множители в функции времени при нагрузках и 

перемещениях  соответственно, с учетом позиционной  зависимости.    Отказ от учета 

больших перемещений означает, что решение задачи будет производиться в рамках 

допущения о малых перемещениях объекта. Изменение структуры модели при этом также 

не будет учитываться. В результате вычислений набор данных дополняется записями, 

содержащими перемещения узлов на каждом шаге интегрирования.  

Для решения задачи расчета частот и форм собственных колебаний набор данных 

кроме описания элементов должен содержать информацию о закреплении модели и запись 

атрибутов задачи, из которой для вычислений необходимо интересующее пользователя 

число  форм собственных колебаний.  По умолчанию (т.е. если запись, содержащая 

данные для решения задач динамики, в наборе отсутствует) это число принимается 

равным 7. В результате вычислений набор данных дополняется записями, содержащими 

перемещения узлов соответствующих формам собственных колебаний. 

Для решения задачи расчета амплитуд вынужденных колебаний также как для 

вычисления перемещений при статическом нагружении, набор данных, кроме описания 

элементов, должен содержать записи о кинематических граничных условиях  и нагрузках . 

В частном случае в качестве нагрузок могут выступать заданные значения перемещений.  

Также следует иметь ввиду, что если в наборе данных присутствуют записи, содержащие 

множители в функции времени при нагрузках и перемещениях соответственно, то их 

значения будут учтены для момента времени t = 0. Кроме того, необходимо присутствие 

записи атрибутов задачи, из которой используется заданная частота нагрузки,  т.е. 

полагается,  что величины  заданных нагрузок и перемещений изменяются с этой 

частотой. . В результате вычислений набор данных дополняется записью, содержащей 

перемещения узлов соответствующих амплитуде вынужденных колебаний. 

Для вычисления согласованных начальных скоростей узловых точек КЭ-модели  

набор данных, кроме описания элементов, должен содержать записи о кинематических 

граничных условиях и заданных начальных скоростях.  В результате вычислений набор 

данных дополняется записью, содержащей согласованные начальные скорости КЭ-

модели. 

Для вычисления согласованных начальных перемещений узловых точек  КЭ-

модели  набор данных, кроме описания элементов, должен содержать записи о 
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кинематических граничных условиях, нагрузках  и заданных начальных перемещениях. 

Также как и в случае статического нагружения, если в наборе данных присутствуют 

записи, содержащие множители в функции времени при нагрузках и перемещениях 

соответственно, то их значения будут учтены для момента времени t=0. В результате 

вычислений набор данных дополняется записью, содержащей перемещения узлов при 

статическом  

Для вычисления параметров процесса теплопередачи узловых точек  КЭ-модели  

набор данных, должен содержать записи описания свойств материала, элементов 

(объёмных, стержней и пластин) и тепловых нагрузок. В результате вычислений набор 

данных дополнится записью  температур в узлах при установившемся процессе. Для 

расчёта нестационарных процессов необходима, как и при решении динамических задач,  

запись атрибутов задачи, содержащая интервал и шаг интегрирования по времени. В 

результате вычислений набор данных дополняется записями  температуры в узлах на 

каждом шаге интегрирования по времени. 
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7.5. Особенности расчета конструкций состоящих из армированных 
материалов 

 

Объемный армированный конечный элемент представляет собой обычный 

объемный конечный элемент с восьмью узлами (гексаэдр), который, при необходимости, 

может вырождаться в элемент с меньшим  числом  узлов  до тетраэдра.  Отличием в 

данном случае  является присутствие в элементе наряду с материалом наполнителем 

материала арматуры.   При построении матриц элемента полагается, что наполнитель 

испытывает объемное напряженное состояние, а арматура стержневого типа только  

растяжение-сжатие  вдоль  стержней.   Полагается, также, что расстояния между 

стержнями арматуры малы по сравнению с размерами элемента (менее 0.2 от 

минимального размера  КЭ  вдоль которого измеряется расстояние между стержнями).  

Далее, полагается, что частота расположения арматуры различна по различным 

направлениям системы координат. Свойства материала и арматуры различны. Основным  

объектом анализа в данном случае являются пространственные конструкции с 

относительно большой толщиной стенок. Наиболее типичным расчетным случаем для 

данного элемента является расчет железобетонной конструкции.   Зависимость между 

напряжениями и деформациями в материале полагается линейной как для армируемого 

материала, так и для материала арматуры. Перемещения и деформаций арматуры  и 

наполнителя полагаются совместными. Следовательно, по объему конечного элемента 

деформации и перемещения арматуры и наполнителя  в каждой точке определяются в 

соответствии с зависимостями для данного типа элемента.   Полагается, также, что модуль 

упругости материала арматуры значительно выше модуля упругости материала 

наполнителя.    Описанные выше допущения отражают специфику  рассматриваемой 

задачи. Наряду с указанными допущениями при решении задачи используются обычные 

для МКЭ допущения.  Алгоритмы формирования и исследования модели объекта при 

решении задач расчета статической и динамической прочности  в данном случае остаются 

без изменений . Алгоритм формирования матриц  в  данном  случае  практически не  

отличается от  традиционного для  МКЭ .   Матрицы элемента представляются в виде 

суммы  двух  матриц, описывающих свойства материала наполнителя  и  арматуры 

соответственно.  При описании армируемых элементов степень армирования элемента 

задается тремя коэффициентами Ax, Ay и Az, характеризующими отношение площади 

арматуры  к площади  материала наполнителя для стержней арматуры ориентированных 

в направлении осей ox, oy  и  oz  соответственно локальной системы координат КЭ .  

Ориентация локальной системы координат в КЭ данного типа описана .п.2.3.1. 

При описании армированных элементов  группе  КЭ описанной  в конкретной 

записи, содержащей индексы объемных элементов, должны предшествовать две  записи,  

содержащие  данные  о  механических свойствах материала арматуры и наполнителя 

соответственно. Для материалов с нелинейной зависимостью между деформациями и 

напряжениями в описании механических свойств должна содержаться таблично заданную 

зависимость между деформациями и напряжениями в материале. При этом перед записью, 

описывающей топологию  армированных элементов, должна располагаться запись,  

задающая  коэффициенты   армирования элементов по направлениям осей локальной 

системы координат КЭ. Для разных элементов  описанных в конкретных  записях 

коэффициенты  армирования  могут  быть  различными и  задаваться  в записях, 

предшествующих конкретным записям, содержащим индексы объемных элементов.  Из 

изложенного выше видно что при при описании  армированных конструкций  существует  

позиционная  зависимость между записями описывающими свойства материалов и 

топологию элементов,  которая нуждается в некоторых пояснениях. Ниже приведен 

пример структуры набора.   Таким  образом  при  изменении  материала  наполнителя 
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необходимо  вновь  вводить  данные  для материала  арматуры иначе  в качестве 

материала  арматуры будет  принят материал  предыдущего наполнителя.   Листовая 

арматура   рассматривается  как  обычные элементы  пластин  деформируемые  в  упруго-

пластической области и данные об их топологии должны располагаться непосредственно 

после данных о материале арматуры. 

     .................................. 

- механические свойства материала-1; 

  .................................. 

  ..........элементы, состоящие   из материала 1 

  .................................. 

 - механические свойства материала-2; 

  .................................. 

  ...........элемент, состоящие из материала 2 

  .................................. 

 -коэффициенты армирования для элементов, состоящих из материала 2                  

армированных материалом 1 

  .................................. 

  ... топология и свойства объемных элементов, состоящих из материала 2 

  армированных материалом 1 

     .................................. 

   -коэффициенты армирования для элементов, состоящих из материала 2  

армированных материалом 1   ( новые значения ) 

   .................................. 

  ... топология и свойства объемных элементов, состоящих из материала 2 

  армированных материалом 1 

  .................................. 

 

Следует иметь ввиду, что при решении задач расчета армированных конструкций в 

линейной постановке при определении перемещений нелинейность свойств  материала не 

учитывается. Выполняется только учет возможности разрушения материала наполнителя 

при вычислении напряжений. При этом полагается, что усилия испытываемые 

наполнителем до разрушения воспринимаются после его разрушения  материалом  

арматуры,  что учитывается при вычислении напряжений в арматуре.  При этом  в 

качестве предельного  значения напряжения,  вызывающего  разрушение  материала, 

используется   максимальное  значение  из  таблицы,  заданной  в записи, описывающей 

механические свойства материала.  
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7.6. Атрибуты задач  
 

Под атрибутами задач подразумеваются параметры, необходимые для решения 

конкретных типов задач.  Атрибуты для всех типов задач группируются в специальную 

запись, которая в наборе содержится в единственном экземпляре.  

В общем случае запись с атрибутами задач содержит следующую информацию, 

которая условно объединяется в следующие группы. 

1. Общие параметры. К общим параметрам относится: 

- условие учёта геометрической нелинейности, или больших перемещений; 

- условие учёта физической нелинейности; 

- согласованность решения задач теплопередачи и механики; 

- метод решения системы линейных алгебраических уравнений; 

- предельное число итераций и максимально допустимая погрешность для итерационных 

процессов. 

Если при формировании записи флаг необходимости учёта больших перемещений 

не установлен, то при решении всех задач, перемещения считаются малыми 

(геометрически линейная задача) и структура модели неизменной. Для решения 

статической задачи по деформированной схеме,  учёта кинематических перемещений при 

решении задачи динамики, кинематического анализа механизмов или разрушения 

элементов, этот флаг необходимо установить. 

Учёт физической нелинейности выполняется при соответствующем задании 

характеристик материала (кривой деформирования, зависимости) и установке флага учёта 

физической нелинейности. Если флаг не установлен, то задача рассматривается как 

физически линейная независимо от указанных свойств материалов. 

Согласованность решения задач динамики может быть двух видов – 

информационная (предполагающая последовательное решение задач), и совместное 

решение. Последовательное решение предполагает вычисление температур в узлах, а 

затем перемещений. Этот способ удобен для случаев, когда условия теплопередачи могут 

считаться независящими от параметров движения объёкта. При параллельном способе 

вычислений температуры вычисляются одновременно с перемещениями. Это необходимо 

в случаях, когда  условия теплопередачи зависят от параметров движения объекта 

(наличие контактных взаимодействий, теплообмен между рабочим телом гидро- или 

пневмопривода  и стенками трубопроводов и др.). 

Основным методом решения системы линейных алгебраических уравнений 

является метод Гаусса. Он, в большинстве случаев, обеспечивает более высокую точность 

решения. Однако, при решении задач высокой размерности, в частности, для 

многосвязных систем (модели корпусных деталей из объёмных элементов и т.п.) метод 

сопряжённых градиентов значительно эффективней 

Предельное число итераций и максимально допустимая погрешность для 

итерационных процессов. Задаются при необходимости итерационного уточнения 

решения, например при учёте геометрической и (или) физической нелинейности, наличии 

внешних нагрузок, зависящих от параметров движения. Рекомендуемые величина 

максимально-допустимой погрешности  10-4  -  10-6 .  Предельное число итераций по 

умолчанию принимается равным 10. Итерационное уточнение решения ,выполняется при 

расчёте параметров стационарных и переходных процессов. 

2.  Атрибуты для задач для линейной статики. Здесь задаётся только один параметр – 

число форм потери устойчивости, которые требуется вычислить. При задании этого 

параметра большего нуля при решении задачи линейной и  нелинейной статики 

автоматически вычисляются формы потери устойчивости. При этом, если задано 

несколько вариантов сочетаний нагрузок, вычисления выполняются для каждого 
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варианта. Задаваемое число форм потери устойчивости может находиться в пределах от 3 

до 50. 

3. Атрибуты для задач динамических и нестационарных процессов. Здесь задаются 

следующие параметры: 

- интервал и шаг интегрирования по времени; 

- метод интегрирования по времени; 

- пороговое значение относительной скорости при учёте сил трения; 

- дополнительное условие прекращения счёта по перемещениям; 

- дополнительное условие прекращения счёта по скоростям. 

Интервал и шаг интегрирования по времени задаются в секундах.  

По умолчанию используется неявный метод интегрирования. Если предполагается 

использование явного метода интегрирования, то это необходимо указать, установив флаг 

в соответствующей строке. Явный метод интегрирования обычно используется только при 

решении задач распространения волн упругой деформации. 

Пороговое значение относительной скорости при учёте сил трения необходимо 

указывать вследствие того, что в уравнении движения эта величина присутствует в 

знаменателе, и искусственно принимается, что она не может быть менее некоторого 

порогового значения. Это означает, что при относительных скоростях трущихся 

поверхностей меньших порогового значения сила трения будет линейно зависеть от 

скорости. Малые величины пороговой скорости позволяют промоделировать явления 

“страгивания”, но требуют итерационного уточнения решения на каждом шаге 

интегрирования и малого шага по времени. Если этого не требуется, то пороговое 

значение скорости  Vп следует принимать в интервале  0.05 Vmax <= Vп <=1.0  , где   Vmax - 

максимальная ожидаемая относительная скорость трущихся поверхностей. 

Дополнительное условие прекращения счёта по перемещениям задаётся в виде 

номера узла, направления перемещения и максимального и минимального значения 

перемещений, при которых вычисления следует остановить. Аналогично задаётся 

дополнительное условие прекращения счёта по скоростям. 

4. Атрибуты для задач стационарных процессов. Здесь задаются узловые неизвестные для 

одномерных и объёмных элементов жидкости. Возможно использование двух типов 

узловых неизвестных – перемещения и скорости.  

При использовании перемещений элементы жидкости рассматриваются как 

элементы Лагранжа (узловые точки связаны с конкретными точками моделируемого 

объекта), и при решении статической задачи определяется их статическое равновесие.  

При использовании в качестве узловых неизвестных скоростей элементы жидкости 

рассматриваются как элементы Эйлера (узловые точки ориентированы в пространстве), и 

при решении статической задачи определяется их равновесие при установившихся 

скоростях движения жидкости. При этом для элементов твёрдого деформируемого тела 

узловые неизвестные всегда перемещения.  

5. Атрибуты для задачи расчёта частот и форм собственных колебаний. Здесь указывается 

число собственных частот, которые необходимо вычислить, а также нижняя частота, выше 

которой располагаются подлежащие вычислению частоты.  Число собственных частот не 

должно превышать число узлов модели, а также не может быть более 90. Если требуется 

вычислить большее число собственных частот,  то это следует делать последовательно, 

вычисляя группы частот, указывая при этом в каждой последующей группе в качестве 

нижней частоты максимальную частоту, полученную при расчёте предыдущей группы.  

При расчёте собственных частот незакреплённых конструкций минимальную 

собственную частоту следует указывать обязательно.  

6. Атрибуты для задачи расчёта амплитуд вынужденных колебаний. Здесь указываются  

минимальная и максимальная частота возмущения, а также шаг по частоте, с которым 
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вычисляются  амплитуды вынужденных колебаний.  Если шаг меньше или равен 0, то 

вычисления выполняются только для минимального и максимального значений частот 

возмущающего воздействия.   Если максимальная частота меньше или равна 

минимальной,  то вычисляются только амплитуды при минимальной частоте 

возмущающего воздействия.  Минимальная частота воздействия должна быть больше 0. 

Для некоторых типов задач при определённых сочетаниях параметров атрибутов не 

требуется. Например, для решения задач линейной и нелинейной статики, 

теплопроводности при стационарных процессах и расчёта частот и форм собственных 

колебаний. При отсутствии записи с атрибутами для этих задач решение выполняется при 

следующих параметрах: 

1. Для статической задачи: 

-перемещения считаются малыми; 

-для линейно-упругого материала задача считается линейной, при задании кривых 

деформирования и зависимостей свойств материала от температуры учитывается 

физическая нелинейность; 

-в качестве узловых неизвестных для одномерных и объёмных элементов жидкости 

используются перемещения, т.е. эти элементы рассматриваются как лагранжевы.  

2. Решение задач теплопередачи и механики выполняется последовательно. 

3. При расчёте частот и форм собственных колебаний определяются первые шесть форм 

колебаний, начиная с минимальной по частоте. 
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